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Introducción

La mayoŕıa de los problemas encontrados pueden ser separados en dos gru-
pos: problemas directos y problemas inversos. En problemas directos uno
tiene que determinar el progreso de un proceso si conoce las leyes que dirigen
este proceso y los parámetros que caraterizan al sistema. Habitualmente, ta-
les problemas se reducen a la solución de ciertas ecuaciones (normalmente,
ecuaciones diferenciales), y la dificultad principal es resolver la ecuación.

Los problemas inversos (originalmente) aparecen cuando no se conocen
los parámetros del sistema y tenemos que encontrarlos por tales o cuales
caracteŕısticas del proceso en curso. Aqúı, a veces, las caracteŕısticas se en-
cuentran en el experimento y a veces se miden por medio de consideraciones
constructivas.

Por ejemplo, en problemas inversos de geof́ısica, uno tiene que reconstruir
las propiedades de la corteza terrestre (los parámetros del sistema) por
observación de la propagación de las vibraciones en la corteza. A menudo se
tienen que escoger los parámetros del mecanismo construido de tal manera
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M. KUDRYAVTSEV

que las frecuencias de sus vibraciones propias se encuentren en los intervalos
dados.

Los ejemplos mencionados ya son bastantes para entender que los pro-
blemas inversos no son menos importantes que los problemas directos. Sin
embargo, no hay algoritmo general para solucionar problemas inversos. Por
eso a menudo uno tiene que solucionar muchas veces el problema directo
para diferentes valores de los parámetros, y de muchas soluciones escoger
la que está lo más cerca de los datos experimentales (o deseados).

Los problemas inversos de la teoŕıa espectral de operadores desempeñan
un papel especial. En éstos, estando dada una cierta clase de operado-
res, tenemos que encontrar las propiedades espectrales que determinan
uńıvocamente al operador y además dar un método de la reconstrucción
del operador. Estos problemas son importantes tanto desde el punto de
vista de las aplicaciones (mecánica cuántica, geof́ısica, teoŕıa de vibracio-
nes) como del de las matemáticas puras. Para una serie de estos problemas
se pudieron elaborar métodos generales de solución y el aparato desarro-
llado para esto encontró más tarde aplicaciones inesperadas en la teoŕıa de
las ecuaciones diferenciales de evolución no-lineales.

En este art́ıculo vamos a considerar el problema más clásico y más simple
de los problemas inversos espectrales para los operadores de dimensión fi-
nita: el problema inverso del análisis espectral para las matrices simétricas
de tres diagonales (las matrices de Jacobi):

JN =




a0 b0 0 0 · · · 0

b0 a1 b1 0 · · · 0

0 b1 a2 b2 · · · 0

0 0 b2 a3 · · · 0
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 · · · aN−1




, bk 6= 0, k = 0, 1, . . . , N − 2.

Estas matrices describen las vibraciones del sistema mecánico, representado
en la figura 1, que consiste de masas, enlazadas por resortes: las frecuen-
cias de las vibraciones de este sistema son los valores propios de la matriz
de Jacobi, cuyos coeficientes son determinados por los parámetros de este
sistema, y el movimiento de las masas se describe por medio de los vectores
propios de la matriz. Por eso, primeramente vamos a estudiar las propieda-
des de los vectores y valores propios de la matriz de Jacobi, es decir, vamos
a solucionar el problema directo para nuestra matriz.
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ANÁLISIS ESPECTRAL DE LAS MATRICES DE JACOBI

1. Los vectores propios y los valores propios de la matriz JN

Sea ~y un vector propio de JN con el valor propio λ0. El vector satisface la
ecuación

(JN − λ0I)~y = 0, ~y = (y0, y1, . . . , yN−1)
∗,

Escribimos esta ecuación en coordenadas:




a0y0 + b0y1 = λ0y0,

b0y0 + a1y1 + b1y2 = λ0y1,

b1y1 + a2y2 + b2y3 = λ0y2,

...

bk−1yk−1 + akyk + bkyk+1 = λ0yk,

...

bN−3yN−3 + aN−2yN−2 + bN−2yN−1 = λ0yN−2,

bN−2yN−2 + aN−1yN−1 = λ0yN−1.

(1)

Como podemos ver, para cada valor propio λ0, el vector propio es com-
pletamente determinado por su primera coordenada y0: si conocemos y0,
encontraremos inmediatamente y1 de la primera ecuación del sistema (1):

y1 =
1
b0

(λ0y0 − a0y0) = y0

(
1
b0

λ0 −
a0

b0

)

Luego, conociendo y0 y y1, encontramos y2:

y2 =
1
b1

(λ0y1 − b0y0 − a1y1) = y0

(
1

b0b1

λ2
0 −

a1

b0b1

λ0 +
(

a0a1

b0b1

− b0

))
,

después encontramos y3, etc. Nosotros vemos que los elementos yk se ex-
presan polinomialmente por medio del valor propio λ0, y los coeficientes
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de estos polinomios solamente dependen de los elementos de la matriz JN .
(Destacamos que para cada vector propio, los elementos yk son números,
pero se expresan polinomialmente por λ0.) Denotamos estos polinomios
como

P0(λ) = 1,

P1(λ) =
1
b0

λ− a0

b0

,

P2(λ) =
1

b0b1

λ2 − a1

b0b1

λ +
(

a0a1

b0b1

− b0

)
,

etcétera. Aqúı P0(λ) es un polinomio de grado 0, P1(λ) es un polinomio
de grado 1, etc., pues, deg Pk(λ) = k. Aśı pues, de las primeras N − 1
ecuaciones obtenemos que el vector propio ~y tiene la forma

~y = y0

(
P0(λ0), P1(λ0), . . . , PN−1(λ0)

)∗
.

De este resultado en seguida obtenemos que la matriz JN puede tener
solamente valores propios de multiplicidad 1 (simples); es decir, no puede
tener dos vectores propios linealmente independientes, pues si suponemos
que hay dos vectores independientes para el mismo valor propio λ0: ~c y ~d,
entonces

~c = c0

(
P0(λ0), P1(λ0), . . . , PN−1(λ0)

)∗
,

~d = d0

(
P0(λ0), P1(λ0), . . . , PN−1(λ0)

)∗

y vemos que ~c y ~d son linealmente dependientes.
La matriz JN es una matriz simétrica. Según el teorema espectral para

los operadores autoadjuntos de dimensión finita, JN tiene exactamente N
vectores propios independientes que forman una base del espacio RN . Y
según lo que acabamos de demostrar, estos vectores corresponden a dife-
rentes valores propios. Entonces, la matriz JN tiene N diferentes valores
propios λ1 < λ2 < · · · < λN .

La última de las ecuaciones del sistema (1) puede ser escrita en la forma

bN−2PN−2(λ0) + aN−1PN−1(λ0)− λ0PN−1(λ0) = 0.

La parte izquierda de esta ecuación es un polinomio del grado N por λ0, es
decir, que cada valor propio λ0 es una ráız del polinomio

QN (λ) := bN−2PN−2(λ) + aN−1PN−1(λ)− λ0PN−1(λ).
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ANÁLISIS ESPECTRAL DE LAS MATRICES DE JACOBI

Todos los coeficientes de este polinomio, QN (λ), se expresan por medio
de los elementos de la matriz a0, a1, . . . , aN−1, b0, b1, . . . , bN−2. Todos los
eigenvalores λ1 < λ2 < · · · < λN son ráıces del polinomio QN (λ). Este
polinomio tiene grado N . En consecuencia, todas sus ráıces son valores
propios. Como dos polinomios de grado N que tienen las mismas N ráıces
son proporcionales, vemos que el polinomio QN (λ) coincide con el polinomio
caracteŕıstico de la matriz JN , excepto por la multiplicación con un valor
constante. Aśı pues, tenemos el siguente

Lema. La matriz JN tiene N diferentes valores propios, λ1 < λ2 < · · · <
λN , que son las ráıces del polinomio QN (λ). Este polinomio es proporcional
al polinomio caracteŕıstico de la matriz JN . Los vectores propios normali-
zados de la matriz JN tienen la forma

~ej =
1√∑N−1

k=0 P 2
k (λj)




P0(λj)

P1(λj)

...

PN−1(λj)




. (2)

Notamos que los polinomios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ), ∀λ (no solamente
para los valores propios), por su construcción satisfacen todas las ecuaciones
del sistema (1), a excepción de la última ecuación





P0(λ) = 1,

a0P0(λ) + b0P1(λ) = λP0(λ),

b0P0(λ) + a1P1(λ) + b1P2(λ) = λP1(λ),

b1P1(λ) + a2P2(λ) + b2P3(λ) = λP2(λ),
...

bk−1Pk−1(λ) + akPk(λ) + bkPk+1(λ) = λPk(λ),

...

bN−3PN−3(λ) + aN−2PN−2(λ) + bN−2PN−1(λ) = λPN−2(λ).

(3)

Pero si λ es un valor propio, entonces, en este caso, los valores de los po-
linomios P0(λ0), P1(λ0), . . . , PN−1(λ0) satisfacen todas las ecuaciones del
sistema (1), inclusive la última ecuación.
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2. La función espectral de la matriz JN

Consideramos el espacio PN de todos los polinomios de grado menor o
igual a N − 1. Los polinomios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ), que pertenecen
a este espacio, forman una base en él porque tienen grado deg Pk(λ) =
k, k ≤ N − 1 (no es dif́ıcil demostrar que cada sistema de N polino-
mios que tienen tales grados es una base en el espacio PN ). Considera-
mos un mapeo lineal del espacio RN al espacio PN que transforma la
base estándar (1, 0, . . . , 0)∗, (0, 1, . . . , 0)∗, . . . , (0, 0, . . . , 1)∗ del espacio RN

en la base P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ) del espacio PN . Entonces, si el vec-
tor ~x = (x0, x1, . . . , xN−1)

∗ ∈ RN tiene coordenadas x0, x1, . . . , xN−1 en la
base estándar (1, 0, . . . , 0)∗, (0, 1, . . . , 0)∗, . . . , (0, 0, . . . , 1)∗, su imágen tiene
las mismas coordenadas en la base P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ):

f(~x) ≡ x̃(λ) =
N−1∑

k=0

xkPk(λ), ~x = (x0, x1, . . . , xN−1)
∗ ∈ RN .

Aśı pues, si R(λ) =
N−1∑
k=0

rkPk(λ), f−1 (R(λ)) ≡ ~r = (r0, r1, . . . , rN−1)
∗.

Observamos ahora cómo se transforma el producto escalar del espacio RN

al espacio PN . Pasando a la base de los vectores propios ~ej de la matriz JN

en el espacio RN (véase (2)), tenemos:

(~x, ~ej) =
1√∑N−1

k=0 P 2
k (λj)

N−1∑

k=0

xkPk(λj) =
x̃(λj)√∑N−1

k=0 P 2
k (λj)

,

(~y, ~ej) =
ỹ(λj)√∑N−1

k=0 P 2
k (λj)

,

donde {xk}N−1
k=0 y {yk}N−1

k=0 son las coordenadas de los vectores ~x y ~y en la
base estándar (1, 0, . . . , 0)∗, (0, 1, . . . , 0)∗, . . . , (0, 0, . . . , 1)∗.

Como el sistema {ej}N
j=1 es ortonormal, podemos escribir

(~x, ~y) =
N∑

j=1

(~x, ~ej)(~y, ~ej) =
N∑

j=1

x̃(λj)ỹ(λj)∑N−1
k=0 P 2

k (λj)
.
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ANÁLISIS ESPECTRAL DE LAS MATRICES DE JACOBI

La última igualdad puede ser escrita en forma

(~x, ~y) =
∫ ∞

−∞
x̃(λ)ỹ(λ)dρ(λ),

donde ρ(λ) es una función escalón no-decreciente, que es constante en todas
partes, a excepción de los puntos λ1, λ2, . . . , λN , igual a cero para λ < λ1,
y cuyos saltos en estos puntos son iguales a

∆ρ(λj) = ρ(λj + 0)− ρ(λj − 0) =
1

∑N−1
k=0 P 2

k (λj)

(véase la figura 2). Evidentemente, podemos escribir una fórmula equiva-
lente para la función ρ(λ):

ρ(λ) =
∑

λj<λ

1
∑N−1

0 P 2
k (λj)

, −∞ < λ < ∞.

Aśı pues, si ahora determinamos el producto escalar en el espacio PN ,

〈R(λ), S(λ)〉ρ =
∫ ∞

−∞
R(λ)S(λ) dρ(λ) (4)

(es muy fácil verificar que es un producto escalar), tendremos la siguente
igualdad:

(~x, ~y) = 〈x̃(λ), ỹ(λ)〉ρ, (5)
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es decir, f es una isometŕıa del espacio RN al espacio PN , con el producto
escalar 〈·, ·〉ρ (denotamos este espacio como PN (ρ)).

Como los polinomios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ) son la imágen de la base
estándar (1, 0, . . . , 0)∗, (0, 1, . . . , 0)∗, . . . , (0, 0, . . . , 1)∗, teniendo en cuenta
(4), vemos que estos polinomios forman un sistema ortonormal en el espa-
cio PN (ρ). Aún más, utilizando este hecho, es fácil demostrar las siguientes
propiedades de la función espectral:

1 ) La suma de los saltos de la función es igual a 1:

N∑

j=1

∆ρ(λj) =
N∑

j=1

1
∑N−1

k=0 P 2
k (λj)

= 1.

2 ) Las siguientes fórmulas para la transformación inversa f−1 son ciertas:

xk =
∫ ∞

−∞
x̃(λ)Pk(λ) dρ(λ), (6)

(JN~x)k =
∫ ∞

−∞
λx̃(λ)Pk(λ) dρ(λ) (7)

(de la segunda de estas fórmulas se puede ver que la matriz JN en el
espacio RN corresponde al operador de multiplicación por λ en el es-
pacio PN . Sabemos que la transformada de Fourier tiene la propiedad
análoga: el operador diferencial corresponde al operador de multipli-
cación después de que aplicamos la transformada de Fourier. Por eso, en
nuestro caso, f también se llama Transformada de Fourier. La fórmula
(5) se llama Identidad de Parseval. Las fórmulas (6) y (7) se llaman
Fórmulas de la expansión por vectores propios.)

3. El problema inverso: la construcción de la matriz de Jacobi con
la función espectral dada

Como vemos, la función espectral que satisface las propiedades dichas co-
rresponde a cada matriz JN . Esta función tiene toda la información esencial
del espectro de la matriz JN . Por ejemplo, con ayuda de esta función se
puede escribir la fórmula de las vibraciónes del sistema mecánico descrito
en el principio. El problema inverso consiste en reconstruir la matriz JN por
su función espectral. Este problema tiene un sentido mecánico: observando
durante mucho tiempo las vibraciones de la primera masa de nuestro sis-
tema mecánico, es posible reconstruir la función espectral de la matriz. Si
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ANÁLISIS ESPECTRAL DE LAS MATRICES DE JACOBI

nosotros podemos reconstruir la matriz JN por su función espectral, podre-
mos determinar las carasteŕısticas mecánicas del sistema de las vibraciones
de la primera masa.

Queremos solucionar el problema inverso, que es reconstruir la matriz JN
conociendo su función espectral. Ahora vamos a ver como se resuelve este
problema. Suponemos que tenemos la función ρ(λ) decreciente que tiene
exactamente N saltos. Consideramos el espacio PN y definimos en éste el
producto escalar por la misma fórmula (4) que teńıamos para la función
espectral:

〈R(λ), S(λ)〉ρ :=
∫ ∞

−∞
R(λ)S(λ) dρ(λ).

Sabemos que si ρ(λ) es la función espectral ρJ(λ) de una matriz de Ja-
cobi, los polinomios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ) generados por esta matriz
(según las ecuaciones (3)), forman un sistema ortonormal en el espacio
PN (ρ); pero también sabemos que los grados de estos polinomios son:
deg Pk(λ) = k. Este hecho nos da la posibilidad de encontrar los polino-
mios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ), conociendo solamente el producto escalar
〈·, ·〉ρ. Para esto tomamos el sistema 1, λ, λ2, . . . , λN−1 y ortogonalizamos
este sistema utilizando el algoritmo de Gram-Schmidt. Obtenemos aśı un
sistema ortonormal de polinomios P0(λ), P1(λ), . . . , PN−1(λ) que tienen los
mismos grados que el sistema inicial 1, λ, λ2, . . . , λN−1 que ortogonalizamos:
deg Pk(λ) = k. Éstos son los mismos polinomios {Pk(λ)}N−1

k=0 generados por
la matriz que queremos reconstruir. Conociendo estos polinomios, no existe
problema al reconstruir la matriz JN . En efecto, sabemos que estos polino-
mios satisfacen las ecuaciones del sistema (3):

bk−1Pk−1(λ)+akPk(λ)+bkPk+1(λ) = λPk(λ), k = 0, . . . , N−2, b−1 = 0.

Para encontrar los elementos ak y bk, obtenemos el producto escalar de esta
última igualdad con Pj(λ), j = k, k + 1. Cuando k = j, se tiene:

bk−1〈Pk−1, Pk〉ρ + ak〈Pk, Pk〉ρ + bk〈Pk+1, Pk〉ρ = 〈λPk, Pk〉ρ,

y por la ortonormalidad de los polinomios Pj(λ) (i.e., 〈Pi, Pl〉ρ = δil), vemos
que1

ak = 〈λPk, Pk〉ρ, k = 0, . . . , N − 2.

1El último elemento aN−1 también se encuentra mediante la fórmula

aN−1 =

∫ ∞

−∞
λPN−1(λ)PN−1(λ) dρ(λ).
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Ahora, si j = k + 1, obtenemos

bk−1〈Pk−1, Pk+1〉ρ + ak〈Pk, Pk+1〉ρ + bk〈Pk+1, Pk+1〉ρ = 〈λPk, Pk+1〉ρ,

y utilizando de nuevo la ortonormalidad de los polinomios,

bk = 〈λPk, Pk+1〉ρ, k = 0, . . . , N − 2.

De esta manera, reconstruimos los elementos de la matriz JN por la función
espectral. Aśı obtenemos la solución de nuestro problema inverso.

Conclusiones

Este trabajo es un resumen de las notas “Los problemas inversos de la
teoŕıa espectral de los operadores de dimensión finita” de V. Marchenko.
Se tienen planes de publicar una versión más extensa en notas editadas por
la smm.
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