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0. ALGO DE HISTORIA

El proceso de desarrollo de las matematicas,
en el transcurso de su historia, se hace cada
vez, mas y mas complejo a lo largo de la his-
toria del hombre, pero, sin lugar a dudas, el
siglo XVIIT ocupa un lugar predominante: en
este siglo la complejidad y multilateralidad
del desarrollo matematico, alcanzé un alto
grado.
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de la creacién del aparato matematico de investigacion de los fendmenos
electromagnéticos y térmicos.

Para las investigaciones cientificas, en las ciudades més grandes de Eu-
ropa, se crean instituciones especiales: las Academias de Ciencias, subsi-
diadas por el Estado. Gradualmente crece el papel de los centros supe-
riores de ensenanza, haciéndose particularmente notable hacia finales de
siglo, en la época de la Revolucion Francesa. Es asi como surge una capa
de cientificos profesionales, entre ellos los matematicos-profesionales, cuyo
principal asunto es la investigacién cientifica y la ensenanza. Entre ellos,
como el més notable de dicho siglo, surge Leonard Euler (1707-1783).

Euler fue no solamente uno de los matematicos mas fecundos de la histo-
ria, s6lo igualado, probablemente, por Cayley y Cauchy, sino también, uno
de los méas eminentes cientificos de todos los tiempos. Cosmopolita en el
exacto sentido de la palabra —pasé los primeros anos de su vida en Basilea
(Suiza), trabajé mas de 30 anos en San Petersburgo y un cuarto de siglo en
Berlin, entonces capital de Prusia— y alcanzé una popularidad y una cele-
bridad comparables a las de Galileo, Newton o Einstein. Euler, hijo mayor
del pastor campesino Pablo Euler, se interesa pronto por las matematicas
y, en consecuencia, asiste a los cursos de Jacobo Bernoulli.

El inteligente joven recibe las primeras ensenanzas de su padre, asis-
tiendo posteriormente al gimnasio de Basilea, entonces de poco prestigio
y, ademas, es alumno particular de Burckhardt. Ingresa, en 1720, en la
Universidad de Basilea y asiste simultaneamente, a los cursos de Daniel y
Nicolas IT Bernoulli; adelanta mucho en la clase de éste. En 1721 se gradia
de bachiller y, en 1723, de maestro en artes; traba amistad con el hijo de
Juan Bernoulli, interrumpiendo sus estudios teolégicos y dedicandose, por
entero, a las matematicas y, ya en 1725, trabaja dignamente en las trayec-
torias algebraicas reciprocas (publicada en 1727). En mayo de este mismo
ano viajo a San Petersburgo, pues no fue aceptado, por su juventud, en la
catedra de Fisica de la Universidad de Basilea y alli comenzé a trabajar
en la Academia. La vacante, es cierto, era en la catedra de Fisiologia, pero
esto no desconcerté al joven cientifico. jA pesar de todo, era un trabajo!, sin
embargo, no llegd a ocuparse de fisiologia y le propusieron la posibilidad
de realizar investigaciones en el campo de las ciencias fisicomatematicas,
dedicandose con ahinco al trabajo cientifico y pedagdgico.

Con respecto a lo ultimo apuntado, debemos decir que no hay posibi-
lidades de enumerar, aunque sea, los descubrimientos principales y los lo-
gros cientificos de Euler, ellos son demasiados. Caracterizarlos significaria,
practicamente, caracterizar toda la matematica del siglo xviii. En los tra-
bajos de Euler esta contenida toda una profunda serie de ideas, las cuales
obtuvieron desarrollo ulterior sélo después de algunas decenas de anos. Por
ejemplo, parcialmente se adelanté a las investigaciones de Gauss sobre la
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geometria interior de las superficies. Los teoremas y formulas, los métodos
y simbolos que llevan el nombre de Euler, frecuentemente se encuentran en
la matematica actual, ocupando un lugar de importancia.

Muchos descubrimientos de Euler se redescubrieron después de su muerte
por otros investigadores. Especialmente numerosos son los redescubrimien-
tos que se encuentran en la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por ejemplo, Euler redujo, ya en el ano 1766, el problema sobre las vibracio-
nes de una membrana circular a una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden con coeficientes variables. Ahora esta ecuacion lleva el nombre de Bes-
sel, matematico y astrénomo aleman del siglo XI1x. A propésito, la solucion
dada por Euler a esta ecuacién es una serie infinita que expresa funciones
cilindricas de primer género y cualquier orden (las funciones cilindricas de
orden cero aparecieron en las memorias de Daniel Bernoulli sobre las vi-
braciones de un hilo flexible fijo en un extremo). Ejemplos de tal tipo de
redescubrimientos pueden citarse muchos.

Euler era también extraordinariamente modesto, respecto a la propie-
dad intelectual. Jaméas aspird a disfrutar de privilegios —contrariamente
a la mayoria de los cientificos de todos los tiempos— llegando, incluso a
veces, a hacer don generoso de sus ideas y descubrimientos. En sus obras
no oculta nada al lector, sino que juega limpio con él, brindandole las mis-
mas condiciones y posibilidades de que disfruté para encontrar algo nuevo;
méas aun, frecuentemente lo guia hasta el umbral, dejandole la alegria del
descubrimiento, inica pedagogia valedera.

., Cuéles son las razones que propiciaron la aparicion del fenémeno Euler?
En primer lugar, una memoria prodigiosa (a edad avanzada divertia a su
familia recitandole, fielmente y en latin, cualquier canto de La Fneida de
Virgilio; amén de que conocia de memoria las actas de las sesiones de la
Academia, varios decenios después de efectuadas, esto sin referirnos a su
prodigiosa memoria para las mateméticas). En segundo lugar, una extraor-
dinaria capacidad de concentracién. “Con un nino en las rodillas o un gato
en el hombro, asi escribia sus obras inmortales”, nos cuenta su amigo y
colega Thiébault. La tercera razon es, simplemente, su trabajo, tranquilo e
incesante.

En la ciudad alemana de Koenigsberg (en la época soviética, Kalinin-
grado) siete puentes atravesaban el rio Plegel en su curso sinuoso por la
ciudad. Sencillos ciudadanos se preguntaban: ;Cémo puede una persona
planear su paseo del domingo en la tarde, de modo que cruce una sola vez
cada puente? Asi, estos siete puentes del siglo XVIII proporcionaron el ma-
terial para uno de los méas célebres problemas de las matemaéticas. Cuando
Euler presento, en 1735, la solucion a la Academia Rusa de San Petersburgo,
la Topologia o Analysis Situs qued6 fundada. Con respecto al “Problema de
los Siete Puentes”, debemos decir ademas, que senté también las bases de
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la moderna teoria de grafos, pues su solucion, presento las técnicas actuales
de esta rama de las matematicas.

En 1758 publicé la demostracion de la férmula V + C' = A + 2, para
poliedros simplementes conexos, consolidando e iniciando la acumulacién
de hechos de Topologia. Esta férmula, que Poincaré reconocié como uno de
los teoremas centrales de la Topologia, permite demostrar que no existen
mas que 5 poliedros regulares; y de hecho, serd el eje central de nuestra
exposicion.

Con la primera concepcion formal del Calculus, elaborada por Newton y
Leibniz, y que tuvo en los hermanos Jacques y Johan Bernoulli, entre otros,
a los descubridores de un mundo inconmensurable del espiritu humano, que
habia de colonizarse en el Siglo de las Luces (siglo Xv11I), el papel de primer
colonizador de gran estilo, comparable al de hombres como Cristobal Colén,
iba a corresponderle a Euler.

En el campo de las llamadas Matemdticas puras, Euler cred de golpe y de
manera extraordinaria varias nuevas disciplinas de investigacion, apartes de
las ya mencionadas, y las desarrollé metédicamente: la teoria de las series
infinitas, el dlgebra superior y el calculo de variaciones.

Asimismo, Euler determind, investigando la serie armoénica, la constante
de su nombre, siendo la mas sencilla y conocida de las series infinitas que

dan el valor de ella:

L
e = +ﬁ+§+"'
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Fuler, que indudablemente tenia el ‘tacto de Midas’ en las matemaéticas,
no soélo inventé el simbolo e y calcul6 su valor hasta 23 decimales, sino que
le dio varias expresiones interesantes, en términos de fracciones complejas
infinitas. _

Por otra parte, la Formula de Euler: €™ = —1, es, a no dudarlo, la férmula
méas famosa de las matematicas.

En el algebra, la investigacion la centra sobre todo en los problemas y
teoremas de Fermat. Aunque su esperanza de poder resolver ecuaciones de
grado superior mediante radicales no se cumple, Euler descubre, no obs-
tante, en 1776, clases especiales de ecuaciones que si pueden resolverse.

Los métodos generales de solucién de problemas del calculo de variaciones
fueron elaborados en este siglo por Euler y Lagrange. Precisamente en esos
trabajos fue establecida una estrecha relacién entre el calculo variacional
y las ciencias naturales. La elaboracién de la teoria de éste prosiguié en el
transcurso de mas de dos siglos como una imperiosa necesidad de completar
las condiciones necesarias de primer orden (ecuacién de Euler), asi fueron
halladas las condiciones necesarias y suficientes de segundo orden para dos
tipos de extremos: fuerte y débil.

Para no agobiar al lector con sucesivos datos de este tipo, debemos decir
que, en conclusion, Euler es quien hace triunfar los conceptos y los métodos
analiticos sobre los sintéticos, demasiado unidos a lo concreto y quien abre
a los sucesores, un campo de trabajo muy amplio.

Ya por su sola productividad (aqui no hemos hablado de sus traba-
jos teoldgicos, filosoficos, mecanicos, astronémicos, de hidromecénica y de
6ptica, que ocupan significativo lugar en su obra) Euler constituye un
fenémeno tnico. La gran edicién suiza de sus obras, en la que vienen traba-
jando desde comienzos de siglo numerosos especialistas de diferentes paises,
cuenta hasta la fecha con 70 volimenes en cuarto, a los que seguiran 14 to-
mos de “cartas y manuscritos”.

El siguiente cuadro da una idea mas completa de las obras que prepard
Euler para la imprenta, sin contar algunas decenas de manuscritos que no
han podido ser fechados todavia:

Anos Obras
1725-1734 35
1735-1744 50
1745-1754 150
1755-1764 110
17651774 145
1775-1783 270

Segun las diversas disciplinas de que tratan, estas obras se distribuyen
de la siguiente manera:
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Disciplina %
Algebra, teorfa de los nimeros y analisis 40
Mecanica y demas aspectos de la fisica 28
Geometria y trigonometria 18
Astronomia 11
Construccién naval, arquitectura, artilleria 2
Filosofia, teologia, teoria de la musica, etcétera. 1

De todo lo expuesto, podemos decir que ain quedan por descubrir nume-
rosos tesoros en la obra de Euler, por lo que es necesario esperar todavia
para que esa obra prodigiosa sea accesible a todos.

En 1750 en una carta a su colega Christian Goldbach, que estaba empe-
zando a estudiar los poliedros y sus propiedades, Euler escribio:

... Recientemente se me ha ocurrido determinar propiedades generales de los
sélidos limitados por superficies planas, porque no hay duda de que se podrian
encontrar teoremas generales sobre ellos. Asi como para figuras planas rec-
tilineas hay propiedades como las siguientes:

1) en cada figura plana, el nimero de lados es igual al nimero de dngulos, y
2) la suma de todos los dngulos interiores es igual a dos rectos por el nimero
de lados menos cuatro rectos.

Asi como para figuras planas sélo es necesario considerar lados y angulos,
para el caso de los sélidos deberan ser tenidos en cuenta mas elementos. . . !

En esta carta, Euler consideraba la posibilidad de tener en cuenta las caras
del poliedro, sus angulos sélidos, los angulos planos, los vértices y lados de
cada cara, las aristas del poliedro, ... Asi, Euler obtuvo:

... En cada cara, el nimero de lados es igual al niimero de dangulos planos. Dos
caras se encuentran en un lado, entonces la cantidad de lados total de todas las
caras es el doble de la cantidad de aristas del poliedro. Por lo tanto, la cantidad
total de lados de todas las caras es siempre un nimero par. Cada cara tiene por
lo menos tres lados, entonces la cantidad total de lados de todas las caras es
mayor o igual que tres veces el niimero de caras. . .2

De donde llegé a la siguiente propiedad:

1Citado por Cronwell, Peter, Polyhedra, Cambridge University Press, Cambridge, 1997, pp. 189, ex-
traido de Biggs, N. L., E. K. Lloyd y R. J. Wilson, Graph Theory 1786-1936, Clarendon Press, Oxford,
1976.

2Citado por Cronwell, Peter, Polyhedra, Cambridge University Press, Cambridge, 1997, pp. 190, ex-
traido de Biggs, N. L., E. K. Lloyd y R. J. Wilson, Graph Theory 1736—1936, Clarendon Press, Oxford,
1976.
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... La cantidad de angulos sélidos mas la cantidad de caras es igual a la cantidad
de aristas del poliedro més dos. . .3

Esta relacién fue completamente original en el momento en que se escribié

esta carta y hoy es conocida como Foérmula de Euler. Normalmente, en
la actualidad, en vez de hablar del nimero de dngulos sélidos, se hace
referencia al nimero de vértices del poliedro. El enunciado del Teorema de
Euler, es, por lo tanto:

Sea P un poliedro convexo, con C caras, A aristas y V vértices.
Entonces se satisface C — A+V = 2.

Euler publicé su resultado pocas semanas después de la carta a Goldbach
con su correspondiente demostracion. Existen varias demostraciones para
este teorema y mas adelante presentamos algunas de ellas. La siguiente es
sencilla por los pocos recursos externos que involucra.

Sea P un poliedro convexo con C' caras, A aristas y V vértices. Queremos
demostrar que se verifica C — A+ V = 2.

Consideremos que al poliedro P le quitamos una de sus caras, pero deja-
mos sus correspondientes aristas y vértices. Elegimos una de las restantes,
llamandola C. C| tiene a; aristas y v; vértices.

Elijamos ahora otra cara, Cy, no disjunta con C; o sea, que tiene alguna
arista en comun con ella. C tiene a, aristas y v, vértices no comunes
con C].

Consideremos luego Cj5, no disjunta con C; o con C,, con ag aristas y
v3 vértices no comunes con las dos caras anteriores. Y asi sucesivamente
podemos ir considerando todas las caras del poliedro.

C — 1 es el numero total de caras que podemos elegir de esta manera. A
través de este procedimiento recorremos todo el poliedro, excepto la cara
que le hemos quitado. Se verifica entonces que:

a; = 1
a2:/U2+1
CL3:1]3+1

3Citado por Cronwell, Peter, Polyhedra, Cambridge University Press, Cambridge, 1997, pp. 190, ex-
traido de Federico, P. J., Descartes on Polyedra: a Study of the Solidurum Elementis, Springer Verlag,

1982.
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Sumando miembro a miembro las desigualdades anteriores, resulta:
(ay +ay+as+---+a._)=v,+vg+vg+---Fv,_; +C—-1-1,

0 sea,

A=V +C-2

O bien, como querfamos demostrar:* C — A+ V = 2.

En este trabajo presentamos la relacion de la Férmula de Euler con la
topologia (en realidad, es el primer resultado publicado sobre esta rama de
las matematicas, como ya deciamos), con la geometria elemental, via los
sélidos platénicos y los sélidos arquimedianos (algunos afirman que este re-
sultado es el “tnico teorema de geometria que no descubrieron los griegos”)
y relaciones diversas con otras ramas de las matemaéticas, asi como proble-
mas y ejercicios. Se anaden, ademds, 18 demostraciones de este resultado
que pueden servir para ilustrar los puntos de contacto antes citados. Dos
resultados independientes, con serias repercusiones en la geometria como
son el Teorema de Pick y el Teorema de la Curva de Jordan, se presentan
en los anexos para completar varias de las demostraciones tratadas.

1. LA FORMULA DE EULER PARA LA ESFERA

Hablando grosso modo, una red o, como dirian los matematicos, un grafo, es
una coleccién de puntos (llamados vértices) y lineas que los unen (llamadas
aristas). Cada arista une sélo dos vértices (uno en cada uno de sus extremos)
y dos aristas no se deben cortar excepto en un vértice (qué serd entonces
un extremo comun de las dos aristas). La coleccién de aristas forma el
limite (la frontera) de ciertas dreas llamadas caras. Las caras no deben
tener agujeros ni asas en ellas. Si dos caras tienen puntos frontera comunes,
entonces deben compartir un vértice o una arista comun (y sélo esto). En
la figura 1 se muestran dos ejemplos de grafos (i) con 3 caras, 12 aristas y
10 vértices, y (it) con 2 caras, 6 aristas y 5 vértices, respectivamente.

No es necesario asumir que las aristas en un grafo sean “lineas rectas”,
pueden ser “curvas” de cualquier clase, siempre que no se corten o corten a
otras. Es mas, nosotros podemos dibujar tales grafos sobre cualquier super-
ficie (por ejemplo un plano, una esfera, un cilindro, y asi sucesivamente).

Un triangulacion de una superficie es una red sobre la superficie, de tal
forma que todas las caras sean triangulares, es decir, que estén limitadas por

4Consultar Crespo Crespo, Cecilia R., “Geometria: algunas consideraciones y sugerencias para la intro-
duccién del Teorema de Euler en la clase”, Zona Educativa en el Aula 10, pp. 2-7, Ministerio de Cultura

y Educacién, Buenos Aires, noviembre 1998.
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FIGURA 1.

tres aristas. De hecho, los agrimensores miden un campo por triangulaciones
del mismo, con puntos vértices (normalmente en cimas de montanas) y
midiendo dngulos y distancias entre estos puntos. En este caso los puntos
son los vértices de la triangulacion.

El ejemplo mas simple de una triangulacién en la
esfera (que nosotros pensamos como la superficie de
la Tierra) se obtiene dibujando el ecuador y, diga-
mos, n lineas de longitud. En este ejemplo, que se
ilustra en la figura 2, hay 2n caras triangulares, n+2
vértices (n en el ecuador, y uno en cada polo) y 3n
aristas, para que

(nimero de caras) — (nimero de aristas)
FIGURA 2. +(numero de vértices) = 2n—3n+ (n+2) = 2.

Es quizas sorprendente que esta respuesta no dependa de la eleccién de
n. Més notable atn es el hecho conocido como Teorema de Euler,° que
se cumple para todas las triangulaciones de la esfera. Asi, para cualquier
triangulacién de la esfera con, digamos, T triangulos, A aristas y V' vértices,
la féormula de Euler para la esfera es

T-A+V =2

Lo importante aqui es que esta férmula es una invariante topoldgica; esto
significa que si deformamos la triangulacién y la esfera continuamente®,
entonces los nimeros 7', A y V no cambiardn y la férmula seguird siendo
cierta. Por ejemplo, cuando nosotros deformamos la esfera en un cubo, la
formula seguira siendo vélida para el cubo; verificaremos esto con triangula-
ciones particulares del cubo. Dividamos cada cara del cubo en dos triangulos
dibujando una diagonal por cada cara. Hay seis caras del cubo y cada una
da dos tridngulos, asi, T' = 12. Claramente V = 8 (no hay ningin nuevo
vértices introducido cuando nosotros dibujamos las diagonales) y A = 18

5Como dijimos, probablemente el matemético mas productivo de todo los tiempos.
6Doblandola o estirdndola, pero sin romperla.
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(doce del cubo original y las seis diagonales agregadas). Asi
T—A+V =12—-184+8=2.

Ejercicio 1. Verifique la Férmula de Euler en cada uno de los casos siguientes (y en

cada caso use triangulaciones diferentes):

1) para un tetraedro (una pirdmide con una base triangular);

2) para la superficie formada uniendo dos tetraedros por su base;

3) para una pirdmide con una base cuadrada como las que se encuentran en Egipto
(recuerda que la base de la pirdmide, donde la pirdmide toca la tierra, es parte de la
superficie de la pirdmide);

4) para el octaedro (que es formado uniendo dos pirdmides por su base);

5) la superficie formada uniendo dos pirdmides, cada una con una base cuadrada, hacia

dos caras diferentes de un cubo. Debe asumir que las caras del cubo son del mismo tamano

que las bases de las piramides.

Ejercicio 2. Construya su propia superficie (por ejemplo, pegando varios cubos juntos),
triangulela, y entonces verifique que la Férmula de Euler “trabaja” para este caso.
OBSERVACION 1. ‘Construir’ aqui no significa que debe construir la superficie fisicamente;

parte de las matemdticas es aprender a representar tales objetos tridimensionales en una
jhoja de papel!

OBSERVACION 2. La superficie debe ser una esfera deformada. La Férmula de Euler como
fue dada antes no se cumple sobre la superficie de una rosquilla (un toro).

2. LA DEMOSTRACION DE LEGENDRE DE LA FORMULA DE EULER PARA UNA
ESFERA

La geometria de la esfera es sumamente importante; por ejemplo, cuando los
navegantes (en naves o aviones) trabajan sus cursos por uno de los océanos
deben usar la geometria de la esfera (y no la jgeometria del plano!). En la
geometria euclideana plana usual, la suma de los angulos interiores de un
tridngulo es 180 grados (o 7 en radianes). En la superficie de la esfera el
arco de distancia mas corta entre dos puntos es el arco de un gran circulo
en la esfera, y si nosotros formamos un tridngulo ‘esférico’ con estos arcos
como lados, entonces la suma de los dngulos interiores del triangulo no es
180 grados. Por ejemplo, si miramos el tridngulo en la esfera limitado por
el ecuador, el meridiano de Greenwich, y la linea de longitud dada por
90° Este, obtenemos un triangulo esférico donde los tres angulos son de
90°. Llamemos a este triangulo D. Puede considerar qué otra suma de los
angulos interiores de un tridangulo son posibles en la esfera.

Es un hecho que asumiremos aqui, que si un triangulo esférico esta en
una esfera de radio unidad y tiene, digamos, dngulos a,, a, y a5 (medidos
en radianes), entonces el drea del tridngulo es a; +ay+,3 — 7. Por supuesto,
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en la geometria euclidiana tendriamos a; 4 a4 + a3 = 7, pero esta férmula
ya no es valida porque nuestro espacio es curvo. En su nivel mas simple, la
teoria de Einstein sobre el espacio-tiempo es que el espacio-tiempo en que
vivimos es curvo y asi las formulas fisicas son diferentes a las que usamos
en el espacio euclidiano.

Note que si aceptamos la férmula anterior para el area de un tridngulo
esférico, el tridngulo D construido anteriormente tendra drea 3(n/2) — 7w =
7/2. Como ocho copias de D llenaran la esfera sin solaparse, el drea de la
esfera (de radio unitario) es 4.

Daremos ahora la elegante prueba de Legendre de la Formula de Eu-
ler, basada en una discusién simple de geometria esférica. Para cualquier
tridngulo en la esfera, tenemos

Suma de los angulos de un tridngulo = area del tridngulo + 7.

Suponga que hay T tridngulos con A aristas y V vértices en la trian-
gulacién de la esfera. Entonces, sumando todos los dngulos en todos los
tridngulos, la suma del dngulo total es 27V (porque todos los dngulos con-
curren a un vértice sin solaparse y el angulo suma en cualquiera de los
vértices de V' es exactamente 27). También, la suma de las dreas de los
triangulos es el area de la esfera, a saber 47; asi, tenemos que

2V =4n + T,

T
V—-—=2
2
Ahora (contando las aristas de cada tridngulo y notando que cuenta cada

arista dos veces), obtenemos 37" = 24, o A = 3T'/2. Asi tenemos

T T

que es la Formula de Euler.

3. LA FOrRMULA DE EULER PARA UN POLIGONO CERRADO SIMPLE

Dado un poligono que no se corta a si mismo, podemos triangular el interior
del poligono en triangulos no-solapados tal que cualequiera dos triangulos
se encuentran o a lo largo de un borde comtn, o un vértice comun. Suponga
que hay T tridngulos, A aristas y V' vértices, entonces la Féormula de Euler
para un poligonoes T'— EF 4+ V = 1.
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FIGURA 3.

EL lector puede confirmar esto en el poligono de la figura 3.

Ejercicio 3. Dibuje poligonos diferentes, triangilelos, y verifique que la Férmula de
Euler es cierta.

La prueba de la Férmula de Euler para un poligono cerrado simple. Como
los términos T';, A y V' permanecen inalterables cuando aplicamos un cambio
continuo (o deformacién) a la figura, podemos imaginar la figura dibujada
en una hoja de caucho flexible. Recortamos el poligono de la hoja y lo ma-
nipulamos hasta que encaje exactamente en la mitad baja de una esfera que
se apoya en un plano (por ejemplo, una mesa). Podemos considerarlo ahora
como una triangulacién del hemisferio bajo de esta esfera y usar términos
geograficos, tales como ecuador y polo norte, para describir los puntos en la
esfera. Habra un cierto niimero de vértices, digamos N, en el ecuador de la
esfera (exactamente el mismo niimero que en el

limite del poligono original) y, como los vértices

y las aristas se alternan en el ecuador, habra

también exactamente N aristas en el ecuador.

Ahora dibujamos arcos del polo norte de la es-

fera a cada uno de estos N vértices (véase la

figura 4). Esto nos dard una triangulacién de la

esfera con N nuevas caras triangulares, N nue-

vos bordes (todos del polo norte) y un nuevo

vértice (en el polo norte). Asi, de la Férmula de

Euler para la esfera,

FIGURA 4.

(T+N)—(A+N)+ (V+1) =2,

y esto da la Formula de Euler para el poligono, a saber T'— E +V = 1.
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4. LA FOrRMULA DE EULER CON CARAS POLIGONALES EN CUALQUIER
SUPERFICIE

Hasta ahora hemos considerado la Férmula de Euler con la red teniendo sélo
caras triangulares en la superficie. De hecho, la férmula también es vélida
cuando las caras son poligonos. El lector puede probar algunos ejemplos de
esto para persuadirse que es asi. Tomemos el ejemplo de un cubo con seis
caras cuadradas, 12 aristas, 8 vérticesy 6 — 12 4 8 = 2.

Presentamos aqui un boceto de una prueba de la Férmula de Euler para
una esfera

C—-A+V =2

Algunos detalles se omiten, pero la idea general es clara.

Tomemos un poligono sobre la esfera. Suponga que tiene N vértices y N
lados sobre la frontera del poligono. Hay dos caras (la interior y exterior
del poligono) asi para esta red tenemos

C—A+V=2-N+N=2.

Suponga que unimos dos vértices por una curva poligonal, mostrada como
una linea roja en el diagrama.

Para una curva general de este tipo, agregamos k nuevas aristas, k — 1
nuevos vértices (en la figura, k = 4) y el nimero de caras se aumenta en
uno (una cara se divide en dos). Entonces para la nueva red

Cnueva_Anueva+Vnueva = (C+1) - (A+k)+(v+k_ 1) =C-A+V =2

De la misma manera, podemos agregar otra linea sin cambiar C' — A + V;

asi, podemos construir una red general para la que se tiene C — A+ V = 2.
Para un poligono la prueba es muy semejante a la de la seccién 3.
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5. LA FOrMULA DE EULER PARA UN POL{GONO CON AGUJEROS

Considere dos poligonos, uno dentro del otro; algunos ejemplos se dan en la
figura 5. ;Cudl es la formula de Euler para la regién entre los dos poligonos?
Dibuje distintas regiones de este tipo, triangilelas de maneras diferentes y
cuando halla alcanzado una respuesta experimentalmente, la prueba y lo
demuestra.

'..\‘l"
> A

FIGURA 5.

Ahora intente encontrar la Férmula de Euler para las regiones con dos o
mas agujeros como las de la figura 6.

Sm

FIGURA 6.

6. LA FORMULA DE EULER PARA UN TUBO CUADRADO

Considere un tubo cuadrado sin los extremos como se ilustra en la figura 7,

y considere triangulaciones que cubran el tubo entero, ;cual es su Férmula (Ar] 310441
de Euler? El lector debe dibujar triangulaciones diferentes y cuando haya
alcanzado una respuesta experimentalmente debe probarla y demostrarla.
Cuando haya hecho esto, encuentre y pruebe la Férmula de Euler para C u
la rosquilla “doughnut” de la figura 8. Cobre
[2 ]
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FIGURA 7.

FIGURA 8.

7. EL ANGULO DE DEFICIENCIA DE UN POLIEDRO

Veremos una aplicacion atractiva de la Formula de Euler. El angulo de
deficiencia de un vértice de un poliedro es 360° (o 27 en radianes) menos
la suma de los dngulos en los vértices de las caras que se encuentran en
el vértice. Para un cubo, por ejemplo, hay tres caras, cada una con un
angulo recto en cada vértice; asi, el dngulo de deficiencia (en cada vértice)
es 21 — 3(mw/2) = w/2 (360° — 3 x 90° = 90°), o 90 grados. El dngulo de
deficiencia total para el cubo es 8 x 90° = 720° (47 radianes). Es un hecho
notable que el dangulo de deficiencia total de cualquier poliedro que sea
topolégicamente equivalente a una esfera es 720° o 47 en radianes.
Suponga que tenemos un poliedro construido con caras C1,...,C} (cada
una de éstas es un poligono que no es necesariamente regular). Entonces
podemos aplicar el Teorema de Euler al poliedro si contamos las caras,
aristas y vértices. Por definici6n, hay k caras. Suponga que la cara C; tiene
N; aristas (y por lo tanto N; vértices). Si contamos el nimero total de
bordes mirandolos por dentro de cada cara, “vemos” Ny + - -+ N, aristas.
Pero, por supuesto, vemos cada borde dos veces (para cada arista se ven

de ambos lados); asi,
2F = N, + -+ N,..
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Un hecho interesante aqui es que N, + - - - 4+ N, inclusive, debe ser impar;
aunque esto no es muy evidente. Finalmente, el nimero V' de vértices esta
dado por la Férmula de Euler para una esfera (o para cualquier esfera
deformada), es decir,

2V=(N,+---+N,) —2k+4.

El poliedro tiene V' vértices y, por definicion, el dngulo de deficiencia total
del poliedro es en absoluto 2V menos la suma de los dngulos de todas las
caras en todos los vértices. Como la suma del angulo interior de un poligono
con n lados es (n—2), tenemos que el dngulo de deficiencia total del poliedro
es O, donde

©=2V—-[(Ny —2)m+ (Ny —2)m + -+ + (N, — 2)7]
=27V — (Ny+ -+ N7+ 2kn
=72V — (Ny + -+ N,,) + 2k)
=A4r.
Asi, tenemos demostrado el siguiente resultado

Teorema. El angulo de deficiencia total de cualquier poliedro es 4.

Ejemplo. Consideremos el tetraedro regular. Este tiene tres tridngulos
equilateros que se encuentran en cada uno de sus cuatro vértices; asi, en
este caso,

O =8r—4x(3x7m/3)=4n.

Quizas al lector le gustaria probar con otros ejemplos.

El hecho de que el dngulo de deficiencia total de un poliedro sea 720
grados, junto con la Féormula de Euler, da la llave para encontrar cuantos
poliedros regulares hay (sélidos platénicos) y cudntos poliedros semiregu-
lares hay (s6lidos de Arquimedes), y descubrir sus propiedades (formas,
numero de caras, etc.), tal y como veremos en la seccién 9.

8. SUMANDO NUMEROS DE EULER

Vamos a mostrar que si unimos dos superficies por la frontera de un agujero
en cada uno, entonces el nimero de Euler de la superficie unida es la suma
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de los nimeros de Euler de las dos superficies separadas.

Suponga que tenemos dos superficies S| y Sy, cada una con un agujero.
Deformando las superficies, podemos asumir que los dos agujeros son re-
dondos con el mismo radio, tal y como se ilustra debajo.

R o

Ahora triangulemos ambas superficies de manera que haya exactamente
k vértices y, por tanto, k aristas en cada una de las fronteras circulares de
los agujeros. Deformando de nuevo las superficies podemos asumir que estos
k vértices y k aristas se encuentran exactamente cuando las dos superficies
se reunen.

Suponga que la triangulaciéon de S, tiene 7) tridngulos, A, aristas y
V] vértices, y la triangulacién de S, tiene T}, tridngulos, A, aristas y V,
vértices. Cuando las superficies se han unido por los bordes de los dos
agujeros redondos, tendremos una triangulaciéon de la nueva superficie que
llamaremos S, con exactamente 17 + T}, tridngulos en ella. Sin embargo, no
tendra A, + A, aristas porque cada una de las k aristas en la frontera de
un agujero se unird a uno de los otros bordes en la otra frontera; asi, la
nueva triangulacién tendrd exactamente A, + A, —k aristas y, por analogia,
Vi + Vo — k vértices. Asi

Ndmero de Euler (S) = (1}, +1,) — (A, + Ay — k) + (V] + V, — k)
=Ty — A+ V) + (T, — Ay + V3)
(S1) + (Sy).

Por ejemplo, un disco es topolégicamente equivalente a un hemisferio vy,
por lo tanto, tienen el mismo niimero de Euler. Si unimos dos hemisferios
por sus fronteras (por ejemplo, los hemisferios norte y sur se unen por el
ecuador) vemos que los nimeros de Euler de una esfera es dos veces el
numero de Euler de un hemisferio. Por lo tanto, el nimero de Euler de un
hemisferio y de un disco es uno.
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9. CLASIFICACION DE LOS POLIEDROS REGULARES Y SEMIREGULARES

Los problemas de clasificacién son importantes en muchos campos de las
matematicas. En topologia, el principal problema es agrupar espacios to-
polodgicos en conjuntos de tal forma que todos los espacios en un conjunto
dado sean topoldgicamente equivalentes’. Una forma de caracterizar es-
tos conjuntos es asociar con los espacios
ciertas entidades (frecuentemente niimeros
o grupos de nimeros) los cuales sean esen-
cialmente los mismos para todos los espa-
cios en un conjunto dado. Tales entidades
son llamadas invariantes topolégicas, por-
que son las mismas para todos los espacios
topologicamente equivalente. Ciertos inva-
riantes pueden ser iguales para espacios no
equivalentes; una clasificacion completa sélo
se obtiene cuando dos conjuntos no diferen-
tes poseen todos sus invariantes iguales.

Un ejemplo de un invariante topolégico ocurre en la Férmula de Euler.
El invariante aqui es C'— A+ V', su valor para poliedros ordenados es 2. Una
generalizacion del teorema nos brinda el caracter invariante mas claramente.
Esta plantea que, si cualquier superficie cerrada es dividida en C regiones,
por medio de A arcos (aristas), uniendo en pares V' vértices tal que al menos
dos aristas se encuentren en cada vértice, entonces la expresién® C — A4V
es independiente del método de divisién de la superficie.

Los poliedros? regulares se llaman sélidos platénicos y los semiregulares
sélidos de Arquimedes, en honor de dos matematicos griegos famosos'?.

Asi, podemos introducir una notacién para describir el vértice formado
por cada teselacién. Esta notacion, describiendo el nimero de aristas de
cada poligono que se encuentra en un vértice de una teselacion del sélido
regular o semiregular, fue inventada por el matematico suizo Ludwig Schlafli
(1814-1895). Un profesor de mateméticas de escuela, que hizo investigacién
matematica en su tiempo de descanso.

7Una introduccién interesante al estudio de invariantes topolégicos puede encontrarse en E. M. Pat-
terson, Topology, Oliver and Boyd, Edinburgh and London, 1959.
8Llamada la Caracteristica de Euler =.
9Poligonos- Figurae rectilineae; poliedros- Corpora bedris planis inclusa.
10La primera mencién de los trece sélidos arquimedianos es un manuscrito del quinto libro de la
coleccion del matemaético griego Pappus de Alejandria, quien vivié al comienzos de la cuarta centuria.
Para la descripcién de Pappus de los sélidos con modernas ilustraciones véase
http://www.mcs.drexel.edu/ crorres/Archimedes/Solids/Pappus.html.
El lector puede encontrar ilustraciones de los sélidos poliédricos y mucha informacién interesante sobre
estos sélidos y su construccién geométrica y practica en el sitio mantenido por Tom Gettys en
http://mathworld.wolfram.com/ArchimedeanSolid.html
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Cada vértice en la teselacién hexagonal estd rodeado por tres poligonos
de seis caras, por lo que decimos que la forma del vértice es 666.

La teselacion cuadrada tiene vértice 4444.

De manera similar, cada uno del vértices en la teselacién triangular esta
rodeado por poligonos de 3 lados y el vértice tiene forma 333333. Los
angulos interiores del triangulo, el cuadrado y hexagono son 60°, 90° y 120°
respectivamente, y puede verse que la suma de los dngulos en un vértice en
cualquiera de las tres teselaciones es 360°. Es claro que éstas son las tinicas
teselaciones regulares posibles del plano porque los pentagonos con angulos
interiores de 108° no pueden encajar juntos alrededor de un vértice, y para
los poligonos con mas de seis lados los angulos interiores son mayores que
120° y es imposible unir tres o méas alrededor de un vértice.

En cualquier sélido, el niimero de caras en un vértice debe ser mayor que
dos. Comencemos con triangulos.

Usando sdlo tridngulos, cada vértice debe tener menos que 6 caras (sino,
terminamos con una teselacién del plano). Podemos unir tres 3-dgonos (i.e.,
tridngulos) para hacer un vértice con forma 333. Continuemos construyendo
un so6lido de tal manera que cada vértice tenga forma 333 y asi llegamos al
tetraedro con 4 caras triangulares.

Podemos unir cuatro 3-4gonos para hacer un vértice con vértice forma
3333 y este sélido es el octaedro con 8 caras triangulares.

Podemos unir cinco 3-4gonos para hacer un vértice con forma 33333 y
este solido es el icosaedro con 20 caras triangulares.

Tomemos ahora los cuadrados. Para hacer un sélido, debemos tener mas
de 2 caras en un vértice y menos de cuatro!!. Esto nos deja con el vértice
de forma 444 y construimos el cubo (o hexaedro) con 6 caras cuadradas.

Luego viene el pentagono. Cada vértice de cualquier solido debe tener
mas de 2 caras. Una vez mas, el lector puede convencerse que no podemos
tener un vértice de forma 5555, asi que nos quedamos con el sélido regular
con vértice forma 444 llamado el dodecaedro con 12 caras pentagonales.

Como dijimos antes, no podemos hacer un sélido regular con un poligono
con seis o méas lados!?.

De esta manera, hemos mostrado que hay cinco y sélo cinco sélidos re-
gulares, y podemos empezar a completar la tabla siguiente.

Después de contar cuidadosamente los vértices y aristas —no es tan facil
como parece—, podemos completar las proximas dos columnas.

11;Por qué menos que 4?7
12, Por qué?
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Nombre Forma

n(caras)  m(vértices) n(aristas) dngulo dngulo
del C 14 A de total de
vértice deficiencia deficiencia

Tetraedro 333 4
Octaedro 3333 8
Icosaedro 33333 20
Cubo 444 6
Dodecaedro 555 12

La conjetura de que C'+V — A = 2 debe surgir de examinar los niimeros
de C, V y A. Esto es el famoso (y tan 1til) Teorema de Euler. Aqui esta
planteado sélo como una conjetura al mirar la tabla, pero de hecho es cierto
—encontrar una prueba es una tarea para el lector que disponga de tiempo,
en caso contrario consulte la seccion correspondiente a las demostraciones.

La préxima columna —angulo de deficiencia— se trata en la seccion 7.

Considere el tetraedro. Su forma de vértice es 333, asi que la suma de
los angulos en cada uno de su vértices es 60° + 60° + 60° = 180° y decimos
que el angulo de deficiencia es de 360° — 180°, o sea, 180°. Es lo que usted
consigue si aplana el poliedro en un vértice y mide el angulo faltante.

. Puede ver que la suma del angulo en el vértice de cualquier sélido debe
ser menor que? 360°?

Definicién. El angulo de deficiencia en un vértice es 360° menos el angulo
suma en el vértice.

Podemos rellenar la préxima columna en la tabla con el angulo de defi-
ciencia por cada sélido platénico, pues sabemos el angulo interior de cada
Nn-4gono.

La diversion aqui nos devuelve un poco al plano, la idea es unir el &ngulo
de deficiencia con la curvatura y probar la férmula para el angulo interior
de un n-agono regular que es (180 — 360/n) en grados. De esta férmula
vemos que los angulos interiores de 3-, 4- y 5-adgonos son 60°, 90° y 108°,
respectivamente.

13; Por qué?
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Si recorremos todo un circulo desde un punto de partida, recorreremos un
angulo total de 360 grados o (usando otra medida) 27 (radianes). Imaginese
dando una vuelta a un n-agono regular que empieza en uno de sus vértices.
Ahora la curvatura, en lugar de extenderse uniformemente alrededor del
borde, se concentra en los vértices. En cada vértice se hace lo mismo: se
camina a lo largo de la préxima arista. Cuando se vuelve al punto de partida
se ha recorrido un angulo total de 360°. Cada uno de estos giros es por
consiguiente de 360/n grados, el &ngulo exterior al vértice. El &ngulo interior
es por consiguiente (180 — 360/n) grados.

La columna final de la tabla —el angulo total de deficiencia— es justo la
suma de los angulos de deficiencia en cada vértice de un sélido particular.
Puesto que en cada caso la forma del vértice es la misma en cada vértice,
podemos multiplicar simplemente el nimero de vértices (columna V') por
el angulo de deficiencia. Asi, obtenemos la tabla siguiente.

Nombre Forma n(caras)  n(vértices) n(aristas) dngulo dngulo
del C \% A de total de
vértice deficiencia deficiencia
Tetraedro 333 4 4 6 180 720
Octaedro 3333 8 6 12 120 720
Icosaedro 33333 20 12 30 60 720
Cubo 444 6 8 12 90 720
Dodecaedro 555 12 20 30 36 720

Hemos concluido con el resultado de que el angulo total de deficiencia
para cada uno de los cinco sélidos platonicos es de 720°. Pero, jes cierto
este resultado?, ;jes el angulo total de deficiencia para cualquier sélido igual
a 720°7 Es asi, y puede tomarse ‘con confianza’, por ahora —pero deberia
verificarse mejor este resultado con algunos otros solidos y podria intentarse
buscar una prueba en internet o en algiin libro. Nosotros hemos generalizado
ideas en dos dimensiones (el plano) a tres dimensiones. En el plano la suma
de los dngulos exteriores de cualquier poligono siempre es de 360° (o 27
radianes); ello se une al concepto de curvatura y al hecho de que en el
limite cuando n tiende a infinito, se obtuvo un circulo de longitud 27 veces
su radio. En el plano la constante 360 grados o 27 radianes desempena
el mismo papel que el angulo total de deficiencia en tres dimensiones. El
angulo total de deficiencia para cualquier sélido es de 720 grados o 4w
radianes. Se une ello al concepto de curvatura y al hecho de que en el limite
cuando n tiende a infinito, obtenemos una esfera con area de la superficie
de 47 veces el cuadrado de su radio.

Debilitemos ahora la condicién de regularidad. Un sélido semiregular es
aquel que se hace con mas de un tipo de poligono, pero que en todos los
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vértices tiene la misma forma del vértice.

Supongamos que escogemos que el vértice tiene forma 366 para que cada
vértice sea rodeado a través de un 3-agono y dos 6-agonos. ; Generara esta
opcién un sélido semiregular? y, en este caso, jcuantos hexagonos y cuantos
tridngulos necesitamos? Usaremos el Teorema de Euler y el teorema del
angulo total de deficiencia para ayudarnos a llenar otra fila en nuestra
tabla, ya tenemos la segunda y la tltima columna.

Nombre Forma n(caras) n(vértices)  n(aristas) dngulo dngulo
del C \%4 A de total de
vértice deficiencia deficiencia
366 720

Ahora pasamos por los siguientes pasos:

. Angulo de deficiencia. Puesto que la forma del vértice es 366, el angulo
de deficiencia debe ser 360° — 300° = 60°.

e Nimero de vértices. Puesto que todos los vértices tienen la misma forma,
podemos dividir 720 por 60 para obtener el nimero de vértices, que
resulta ser igual a 12.

e Numero de aristas. Dado que cada vértice estd rodeado por 3 caras (y por
consiguiente por 3 aristas) podemos argumentar que el nimero de aristas
es 12 x 3 = 36, pero siendo asf, hemos contado las aristas dos veces',
entonces el nimero de aristas debe ser la mitad de 36, esto es 18.

e Numero de caras. Use el Teorema de Euler C +V — A = 2; luego, C = 8.

Nombre Forma n(caras) n(vértices) n(aristas) dngulo dngulo
del c |4 A de total de
vértice deficiencia deficiencia
366 8 12 18 60 720

Pero, jcudntas de las 8 caras son tridngulos y cuantas hexagonos?

Contemos los tridangulos primero. Dado que cada vértice tiene un 3-a4gono
y hay 12 vértices, podemos obtener que el nimero de tridngulos debe ser
12 x 1 = 12, pero siendo asi, hemos contado cada tridangulo 3 veces, una
vez en cada uno de su vértices dado que cada tridngulo tiene 3 vértices.
Entonces el nimero de tridngulos debe ser 12/3 = 4.

Contemos los hexdgonos ahora. Podriamos decir simplemente que son
8 —4 = 4, pero verifiquemos nuevamente. Dado que cada vértice tiene dos 6-
agonos y hay 12 vértices, podemos obtener que el niimero de hexagonos debe
ser 12 x 2 = 24, pero siendo asi, hemos contado el nimero de hexagonos 6

14; Por qué?
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veces pues cada hexagono tiene 6 vértices. Entonces el nimero de hexdgonos
debe ser 24/6 = 4.

Nombre Forma n(caras) n(vértices) n(aristas) dngulo dngulo
del C \% A de total de
vértice deficiencia deficiencia
4
Tetraedr 3-4gonos
etracdro  g4q & 12 18 60 720
truncado
6-4gonos

,Por qué no sélo se escoge una posible forma del vértice y vemos lo
que pasa? La forma del vértice debe ser tal que la suma del dngulo sea
menor de 360°. Las cosas pueden salir mal. Por ejemplo, si escogemos un
vértice de forma 335, vemos que el &ngulo de deficiencia es de 360° —120° —
108° = 132°, que no divide 720°, por lo que no existe sélido semiregular
con semejante forma del vértice.

Algunas formas de vértices producen prismas, como el 344 que es el
prisma triangular que tiene tres caras cuadradas y dos caras triangula-
res. Otras formas del vértice producen antiprismas. Ademas de los prismas
y antiprismas, se pueden producir todos los solidos de Arquimedes, cuyos
detalles estan en la tabla siguiente. Por supuesto, puede preferir comple-
tar su propia tabla y entonces verificar sus resultados con la presentada a
continuacion.

Los 5 sélidos platonicos y los 13 sélidos arquimedianos

Nombre Forma n(caras)  n(vértices) n(aristas) dngulo dngulo
del C 1% A de total de
vértice deficiencia deficiencia
Tetraedro 333 4 4 6 180 720
Cubo 444 6 8 12 90 720
Octaedro 3333 8 6 12 120 720
Dodecaedro 555 12 20 30 36 720
Icosaedro 33333 20 12 30 60 720
Tetraedro truncado 366 8=4+4 12 18 60 720
Cubo truncado 388 14=8+6 24 36 30 720
Octaedro truncado 466 14=6+8 24 36 30 720
Dodecaedro truncado 31010 32=20+12 60 90 12 720
Icosaedro truncado 566 32=12+20 60 90 12 720
Cuboctaedro 3434 14=8+6 12 24 60 720
Icosidodecaedro 3535 32=20+ 12 30 60 24 720
Snub dodecaedro 33335 92 =80+ 12 60 150 12 720
Rombocuboctahedro 3444 26 =8+ 18 24 48 30 720
Gran 4610 62 =30+20+12 120 180 6 720
rombicosidodecaedro
Rombicosidodecaedro 3454 62 = 20 + 30 + 12 60 120 12 720
Gran 648 26=8+4+12+4+6 48 72 15 720
rombocuboctaedro
Snub cubo 33334 38=32+6 24 60 30 720
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Los 5 sélidos platénicos: cubo, tetraedro, dodecaedro, icosaedro y octaedro.

Los 13 sélidos arquimedianos: cuboctaedro truncado, icosidodecaedro truncado, icosidodecaedro,
cubo snub, dodecaedro snub, rombocuboctaedro, rombicododecaedro, cubo truncado,
dodecaedro truncado, icosaedro truncado, octaedro truncado, tetraedro truncado y cuboctaedro.

10. DIECIOCHO PRUEBAS DE LA FORMULA DE EULER!®: V — A+ C =2

Muchos teoremas en las matematicas son lo suficientemente importantes
como para que se hayan demostrado repetidamente de muchas maneras dife-

15Véanse
http://wuw.ics.uci.edu/ " eppstein/junkyard/ y http://www.ics.uci.edu/ eppstein/junkyard/
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rentes. Un ejemplo de esto incluye la existencia de infinitos niimeros primos,
la evaluacion de la funcién zeta, el teorema fundamental del algebra, reci-
procidad cuadratica (una férmula para probar si una progresién aritmética
contiene un cuadrado) y el Teorema de Pitdgoras (segin Wells tiene 367
pruebas por lo menos). Esto también ocurre para teoremas insignificantes,
como el hecho de que en cualquier rectangulo dividido en dos rectangulos
menores, si cada rectangulo menor tiene anchura o altura entera, lo mismo
es valido para el mayor.

Esta seccién presenta varias pruebas de la Férmula de Euler, que englo-
ban caminos diferentes a los antes presentados.

Segin Malkevitch, esta férmula se descubrié alrededor de 1750 por Euler,
y fue primero demostrado por Legendre en 1794. Antes, Descartes (alrede-
dor de 1639) descubrié un invariante poliédrico (el dngulo de defecto total),
pero al parecer no identifico la propia Formula de Euler. Hilton y Pederson
proporcionan mas referencias asi como la entretenida especulaciéon sobre
el descubrimiento de Euler de la formula. Confusamente, otras ecuaciones
como el ¢ = —1 y o?) = 1(mod n) también pasan por el nombre de "la
Formula de Euler”, realmente Euler era un hombre muy ocupado.

La férmula del poliedro, por supuesto, puede generalizarse de muchas
maneras, algunas usan métodos descritos més adelante. Una generalizacion
importante es a grafos planos. Para formar un gréafico plano de un poliedro
coloque una fuente de luz cerca de una cara del poliedro, y un plano en el
otro lado.

Las sombras de los bordes del poliedro forman un gréfico plano, incluido
de una manera tal que los bordes son segmentos de linea recta. Las caras
del poliedro corresponden a poligonos convexos. A la cara mas cercana a
la fuente le corresponde la cara externa de la proyeccion. Reciprocamente,
cualquier grafo plano con ciertas propiedades de conectividad se transfor-
man en un poliedro de esta manera.

Algunas de las pruebas descritas a continuacion, usan sélo la topologia
del grafo plano, algin uso de la geometria proyectiva y algin uso de la geo-
metria tridimensional del poliedro original. Los grafos en estas pruebas no
son necesariamente simples: los bordes (aristas) pueden conectar un mismo
vértice a si mismo, y dos vértices pueden ser conectados por multiples
aristas. Algunas de las pruebas presentadas descansan en el Teorema de
Jordan'6, el que tiene miltiples demostraciones; como éstas en general no
son basadas en la Férmula de Euler, podemos usar la Curva de Jordan sin
pecar de razonamiento circular.

16Véase anexo.
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Prueba 1: Arboles entrelazados.

Para cualquiera grafo planar conecto G
definamos el grafo dual G* dibujando un
vértice en medio de cada cara de G’y co-
nectando los vértices de dos caras adya-
centes por una curva e* a través de la
arista compartida e. Note que G** = G.
Cualquier ciclo en G hace desconexo a
G* por el teorema de la curva de Jordan.
Cualquier subgrafo aciclico F' de G es un
bosque y ninguno hace desconexo a G*
(puede ir de cualquier cara a cualquier

Yraaaen” otra cara alrededor de los arboles en F).
Asi la conexién y la aciclicidad son duales entre si. Esta dualidad forma la
base de la siguiente prueba:

Escoja cualquiera arbol T' en G; este es por definicion un subgrafo conexo
y aciclico. Las aristas duales del complemento, (G —T')* forman también un
subgrafo conexo aciclico de G* el cual es también un arbol. Los dos arboles
tienen juntos (V — 1) + (F — 1) aristas.

Esta prueba es presentada en muchas ocasiones cuando se ensena teoria
de grafos. Sommerville la atribuye a Von Staudt. Encaja bien con otros
topicos de dualidad planar tales como el hecho de que todo grafo planar
con todas las caras iguales es bipartido (por la dualidad del recorrido de
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Euler). Varias otras pruebas de la Férmula de Euler tienen dos versiones,
una en el grafo original y otro en su dual, pero esta prueba es asimismo
dual como es la propia Férmula de Euler.

La idea de descomponer un grafo en los arboles entrelazados ha demos-
trado ser util en varios algoritmos y areas de la programacion.

Prueba 2: Induccion sobre las caras.

Podemos demostrar la férmula para todos los grafos conexos planos, por
induccion sobre el niimero de caras de G.

Si G tiene sélo una cara, es aciclico (por el teorema de la curva de Jordan)
y conexo, es un arbol y A = V — 1. Por otra parte, escojamos una arista
e que conecte dos caras diferentes de GG, quitelo; e puede aparecer entonces
s6lo una vez en la frontera de cada cara, asi el grafo sigue siendo conexo
—cualquier camino que involucra a e puede reemplazarse por un camino
alrededor del otro lado de una de las dos caras. Esta eliminacién de e,
disminuye tanto el nimero de caras como de aristas y el resultado se sigue
entonces por induccion.

Esta prueba normalmente aparece en los libros de texto de teoria de gra-
fos (por ejemplo, Bondy y Murty) pero goza de menos favor: es innecesaria-
mente complicada y no es elegante, la justificacion completa de algunos de
los pasos parece ser algo como el mismo trabajo de toda la primera prueba;
no se generaliza muy bien y existen algunos detalles criticos que los autores
de libros de texto prefieren omitir a menudo.

Prueba 3: Induccion sobre los vértices.

Este argumento es dual plano de la prueba por induccién sobre las caras.

Si G tiene sélo un vértice, cada arista es una curva de Jordan, asi existen
A+lcarsyC+V —A=(A+1)+1— A=2. Por otra parte, escojamos
una arista e que conecte dos vértices diferentes de G, contraigalo. Esto
disminuye el nimero de vértices y aristas en uno, y el resultado se obtiene
entonces por induccion.

Prueba 4: Induccion sobre las aristas.

Combinando las dos pruebas anteriores conseguimos una induccién con un
caso base mucho mas simple.

Si el grafo planar conexo GG no tiene ninguna arista, es un vértice aislado
yV+C—A=1+4+1-0= 2. Por otra parte, escojamos cualquier arista e. Si
e conecta dos vértices, vamos a contraerlo, reduciendo V' y A en uno. Por
otra parte, esta arista es una curva de Jordan y separa dos caras; quitela y
reduzca C'y A en uno. EL otro caso se sigue por induccién.
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Esta es la prueba usada por van Lint y Wilson. Otras variantes son
posibles —si e conecta dos vértices y separa dos caras, podemos escoger
varias maneras de anular o acortar e.

Prueba 5: Divide y vencerds.

Esta prueba la encontré Alex Bogomolny en una traduccién rusa (1958) de
la séptima edicion de la Geometria elemental de J. Hadamard (vol. 2). Esta
muy relacionada con la prueba por descomposicién del asa.

La prueba es por induccién sobre el nimero del caras. Antes que todo,
quite una cara y demuestra la férmula V — A + C' = 1 para superficies
poliédricas abiertas. Para una sola cara la férmula obviamente se cumple.
Asuma que se cumple para un nimero menor de caras que C' y considere
una superficie con un nimero C' de caras. Corte dos vértices de la frontera
(por la cara faltante) de la superficie y conéctelos por una cadena de aristas
interiores. (La existencia de una tal cadena se sigue del teorema de la curva
de Jordan.) Ahora corte a lo largo de la cadena. Se obtienen dos superficies
para las que la formula V' — A + C = 1 se cumple. Para la primera, sea
Vi—A, +C; =1y para la segunda V;, — A, + Cy = 1. Asuma que la
cadena contiene L aristas y por tanto (L + 1) vértices. Se sigue entonces
que A;+Ay = A+Lyasi V|+V, = V4+L+1. Por supuesto que C;+Cy = C.
Sumando (algebraicamente) se obtiene el resultado deseado.

Se puede usar también una version
dual de la prueba, en la cual un disco
abierto (inicialmente formado quitando
un vértice del poliedro) se descompone
encontrandose sucesiones alternadas de
aristas y caras.

Prueba 6: Carga eléctrica.

Esta prueba es debida a Thurston:
Coloque el poliedro en el espacio, de
tal forma que ningtin borde esté hori-
zontal —y que exista exactamente un
vértice superior S y un vértice inferior
I. Ponga una carga unitaria positiva en
cada vértice, una carga unitaria nega-
tiva en el centro de cada cara. Mostra-
remos que todas las cargas se cancelan excepto aquellas en I y S. Para
hacer esto, desplacemos todas las cargas de las aristas y los vértices de
una cara vecina y agrupémoslas en cada cara. La direccién del movimiento
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queda determinada por la regla que dice que cada carga se mueve en su
correspondiente cara, vista horizontalmente, contrario a las agujas del reloj.

De esta manera, cada cara recibe la carga neta de un intervalo abierto, so-
bre sus fronteras. Este intervalo abierto se descompone en aristas y vértices
que se alternan. Puesto que el primero y el iltimo son aristas, existe un
sobrante de negativo; por consiguiente, la carga total en cada cara es cero.
Todo lo cual nos deja +2, para S e I.

Thurston generaliza esta idea un una prueba que dice que la Carac-
teristica de Euler es un invariante de cualquiera variedad diferenciable trian-
gulada.

Prueba 7: El dual de la carga eléctrica.

En lugar de agrupar las cargas en las caras del grafico, podemos dar un
argumento dual en el que se agrupan los cargas en vértices. Esta prueba
trabaja mejor con el grafo planar convexo inmerso en el grafo de un poliedro.
=3 Rote el grafo si es necesario para
- = que ninguna arista esté vertical.
Como en la prueba anterior, ponga
una carga unitaria positiva en cada
vértice, una carga unitaria nega-
tiva en el centro de cada arista, y
una carga unitaria positiva enme-
dio de cada cara. Mostraremos que
todas las cargas, menos dos positi-
vas, se cancelan. Para hacer esto,
desplace la carga en cada arista a
su vértice derecho, cambie de sitio
la carga en cada cara (excepto la
cara exterior) a su vértice més a la
derecha. Cada vértice (excepto el
vértice situado mas a la izquierda)
recibe las cargas de una sucesion en la que se alternan aristas y caras,
cancelando su carga inicial. Las tinicas cargas que quedan sin cancelar son
una carga positiva sobre la cara exterior y una carga positiva en el vértice
mas a la izquierda.

Prueba 8: Suma de dngulos.

Esta prueba usa el hecho que el grafo planar formado por el poliedro puede
considerarse inmerso para que todos las aristas formen segmentos de lineas
rectas.
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Sume los dngulos en cada cara de una linea recta del grafo (incluyendo la
cara exterior); la suma de dngulos en un k-dgono es (k — 2)7, y cada arista
contribuye con dos caras, asi la suma total es (24 — 2C).

Ahora contemos los mismos angulos de otra manera. Cada vértice interior
se rodea por tridngulos y contribuye con un angulo total de 27 la suma.
Los vértices sobre la cara exterior contribuyen 2w (—6(v)), donde 6 denota
el angulo exterior del poligono. El angulo exterior de cualquier poligono es
2m; asi, el angulo total es 27V — 47.

Combinando estas dos formulas y dividiendo por 27, vemos que V — 2 =
A — C, o equivalentemente V — A+ C = 2.

Sommerville, atribuye esta prueba a Lhuilier y Steiner. Hilton y Pederson
usan los angulos de una manera similar a la relacién de la caracteristica de
Euler de una superficie poliédrica con su dngulo de defecto total.

Prueba 9: Angulos esféricos.

La prueba por las sumas de los angulos trabaja mas limpiamente en lo
que se refiere a las triangulaciones esféricas, principalmente porque en esta
formulacién no se distingue la “cara exterior” para causar complicaciones
en la prueba.

Necesitamos el siguiente hecho basico de la trigonometria esférica: si nor-
malizamos el drea de la superficie de una esfera a 47, y miramos cualquier
tridngulo definido por los grandes arcos de circulo en la esfera, la suma de
los tres dngulos interiores es m + a, donde a (el exceso del tridngulo) es
igual al drea de la superficie del tridngulo (véase por ejemplo Wells, 1995,
pag. 238).

Para convertir nuestra pregunta en el poliedro a una de geometria esférica,
primero triangulemos el poliedro; cada nueva arista aumenta A y C en uno
cada uno, para que V — A 4+ C' quede inalterable. Ahora realice un experi-
mento de luz similar al descrito al comienzo de la seccién: ubique la fuente de
iluminacién en un punto interior del poliedro, y ponga una pantalla esférica
fuera del poliedro que tiene la fuente de iluminacién como su centro. Las
sombras lanzadas en la pantalla por los bordes del poliedro formaran una
triangulacién esférica. Puesto que cada arista esta en dos tridangulos y cada
triangulo tiene tres aristas, 24 = 3C.

Sumemos ahora los angulos de todos los tridngulos; por la trigonometria
esférica descrita arriba, la suma es (4+ C)w. Agregando los mismos dngulos
de otra manera, por lo que se refiere a los vértices, da un total de 2V'r.
Puesto que estas dos sumas miden el mismo conjunto de angulos, C' = 2V —4
y combinando esto con la otra ecuacion 24 = 3C da el resultado esperado.

Sommerville atribuye esta prueba a Legendre. Debido a sus conexiones
con la topologia geométrica, ésta es la prueba usada por Weeks que también
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da una prueba elegante de la relacion angulo esférico-area, basada en la
inclusion-exclusion de cunas dobles en circulares.

Larelacion Axk = 27(V —A+C') en una superficie de curvatura constante
k, tal como la esfera, es una forma de la férmula de Gauss-Bonnet de la
geometria diferencial.

La prueba presentada, tiene la siguiente variante.

Prueba 9°: Angulos esféricos.

Usaremos el teorema de Girard y su extensién a los poligonos esféricos para
derivar y demostrar la famosa férmula de Euler. Vamos a comenzar ésta
como un teorema.

Teorema. Sea P un poliedro convexo con vértices V, A aristas y C' caras,
entonces V— A+ C = 2.

Comenzaremos la prueba escogiendo
un punto C' dentro de P. Dado que
P es convexo, el segmento que une
C' a cualquier punto dentro del po-
liedro P, o sobre P mismo, queda
enteramente dentro de P. Ahora es-
cojamos un radio R tan grande que
la esfera con centro C'y radio R con-
tenga el poliedro P. Apliquemos el
poliedro sobre la esfera con una pro-
yeccion central de C. Esto significa
que por cada punto sobre el polie-
dro, tomamos la linea de C' a través
del punto y trazamos el punto de in-
terseccién de esta linea con la esfera.

Esto se ilustra en la figura de la izquierda. El poliedro original se indica
en la red, y las lineas azules muestran cémo los vértices se trazan sobre la
esfera. Las lineas negras son la referencia de los grandes circulos en la esfera
y la purpura es la imagen del poliedro.

Una manera buena de visualizar la proyeccién central es considerar lo
que pasa si ponemos una luz en el centro de la esfera. Entonces el resultado
de la proyeccion central es la sombra del poliedro en la esfera.

Es importante entender lo que pasa a una arista del poliedro bajo la
proyeccion central. Una arista es un segmento de una linea. Esa linea y
el centro determinan un tnico plano. El segmento de C' a cualquier punto
del borde queda completamente en este plano, y el plano corta la esfera
en un gran circulo. Por lo tanto, la imagen de una arista es un segmento
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de un gran circulo en la esfera. Esto
significa que cada cara del poliedro
se proyecta en un poligono esférico,
y el poliedro se proyecta hacia un
poliedro esférico que simplemente es
una imagen curvada del original. (En
la figura ésta es la configuracién ptr-
pura). El poliedro esférico tiene V
vértices, A aristas y C' caras, exacta-
mente como P. Ademas, puesto que
el centro de la esfera fue escogido
dentro de P, el poliedro esférico cu-
bre la esfera entera. Por lo tanto, el
— 1 A poliedro esférico es una divisiéon de

L E / o~ la esfera en F poligonos esféricos dis-

il juntos que llamaremos Q1,...,Qp.

La segunda figura muestra las marcas de la esfera determinadas por el
poliedro en la primera figura.

Apliquemos el teorema de Girard al poligono ;. Realmente, usaremos la
extension del teorema de Girard a los poligonos esféricos. Sea e; el nimero
de lados de @);. Entonces, la suma de los dngulos de @); estd dada por la
expresion (e; — 2) + 4rea(Q;)/R>.

Sumando esto sobre las caras obtenemos

F F F
Z suma de angulos de@; = Z(ei —-2)+ Z érea(Qi)/RZ
i—1 i=1 i=1

Examinaremos cada uno de estas sumas. En cada caso, podremos encontrar
la suma por las medias geométrica.

Aunque parece muy complicado, la primera suma es simplemente la
suma de todos los angulos en el poliedro esférico. Recordemos de nuevo
la suma. En lugar de agruparse los angulos por la cara a que pertenecen,
agrupémoslos por su vértice. Puesto que el poliedro esférico cubre la esfera,
en cualquier vértice los dngulos de ese vértice llenan 2 radianes enteros. Asi,
los angulos en cada vértice contribuyen 27 a la suma, y multiplicando por
el nimero de vértices, vemos que la primera suma es igual a 27V.

Desdoblemos la segunda suma en dos sumandos.

F F F
d(e;—2)=> em—> 2m.
=1 i=1

i=1

La primera suma es 7 veces el nimero total de aristas de todas las caras.
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Note que cada arista del poliedro esférico separa dos caras. Puesto que
estamos sumando sobre las caras, cada arista del poliedro esta dos veces en
esta suma. Por consiguiente

F
> e =2wE.
i=1

La segunda suma simplemente es

F
Z 2m = 27 F.
=1

Finalmente, puesto que los poligonos son disjuntos y cubren la esfera entera,
tenemos

F
> area(Q;)/R? = area(S)/R?* = 4r.
i=1

Reuniendo todo esto conseguimos
2V =27E — 27 F + 4m.
Dividiendo por 27 y reordenando, obtenemos la férmula de Euler:
V-A+C=2.
Prueba 10: El teorema de Pick.

Hemos convertido nuestra prueba de suma de angulos a la trigonometria
esférica, y en el proceso hemos obtenido las formulas en términos de la suma
de areas de las caras. Ahora examinaremos férmulas similares para sumas
de areas en la geometria plana, siguiendo una sugerencia de Wells.

La herramienta bésica aqui es el teorema de Pick!”: en cualquier poligono
P dibujado para que sus vértices estén en los puntos (z,y) donde x e y son
ambos enteros, el drea de P puede expresarse como N + B/2 — 1, donde
N es el nimero entero de los puntos interiores y B es el niimero entero
de puntos frontera (aristas) y vértices de P. Esto puede demostrarse de
varias maneras, por ejemplo, escogiendo una linea horizontal L que pasa
por debajo del poligono y dividiendo el area del poligono en la suma de las
areas de los trapezoides de L a cada arista. Estas pruebas no requieren la
férmula de Euler, asi que no hay ningin peligro de razonamiento circular.

17 Bl teorema de Pick, enviado para su publicacién.
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Primero dibuje el grafo planar que corresponde al poligono, con las aristas
como segmento de linea recta. Es posible escoger un radio suficientemente
pequeno, 7, tal que si movemos cada vértice en alguna parte dentro de un
circulo de dicho radio centrado en su posicion original, el grafo resultante
seguird siendo plano; amplie el grafo para que r = 1. Entonces mueva cada
vértice al vértice del entero mas cercano; el resultado es un grafo planar
equivalente dibujado en el enrejado.

La cara exterior del grafico se cubre precisamente una vez por las caras
restantes, asi, la suma de las areas de las caras restantes debe igualar el
area de la cara exterior. Esta suma de areas es, por el teorema de Pick,
I+X+B/2+5/2—(F—1), donde I es el nimero de los puntos interiores
a una de las caras, X es el nimero de puntos en un borde interior (cada uno
de los cuales cuenta 1/2 en cada una de dos caras), S es la suma (en todos
los vértices) del nimero de caras interiores a las que el vértice pertenece,
y el término (F' — 1) resulta de agregar el término —1 en cada una de las
F — 1 aplicaciones del teorema de Pick.

Un vértice interior al grafo contribuye con un término S igual a su grado,
considerando que un vértice en la cara exterior contribuye sélo con su grado
menos 1. Por consiguiente, S = 2FE— K, donde K es el niimero de vértices en
la cara exterior. Ademas, por el teorema de Pick, el drea de la cara exterior
es (I +X +V —K)+ (B+ K)/2 — 1. Combinando las dos ecuaciones
anteriores nos da el resultado esperado.

Desafortunadamente, el teorema de Pick no se generaliza a dimensiones
superiores, por lo que este acercamiento es improbable que pueda “trabajar”
para demostrar variantes de la férmula de Euler en dimensiones superiores.

Prueba 11: Descomposicion del asa.
Prueba 12: Descascarando.
Prueba 13: Quitando el triangulo.

Esta prueba es solamente una variacién de la de “descascarar”, pero esta
incluida aqui por su importancia histérica, la usé Cauchy y la examiné
profundamente Lakatos.

Comencemos con un grafo planar convexo dibujado de las aristas del
poliedro. Si hay una cara no-triangular, agreguemos una diagonal a la cara,
dividiéndola en dos y agregando uno a los nimeros de aristas y caras; el
resultado se sigue entonces por induccién.

Suponga que tenemos cualquier grafo planar con todas las caras interiores
triangulares, con por lo menos dos caras asi, y con la propiedad adicional
de que uno puede unir cualquier punto interior a cualquier otro por un
camino que evite el limite de la cara exterior del grafo. (La triangulacién
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del dibujo convexo de nuestro poliedro claramente satisface estas propie-
dades.) Entonces, existen siempre por lo menos dos tridngulos que tienen
los bordes en este limite, tal que al quitar uno cualquiera de los dos deja
un solo tridngulo o un grafo menor del mismo tipo; esto puede demostrarse
por induccion sobre el niimero de tridngulos, para el caso en que si algin
tridngulo del limite desconecta los puntos interiores, los dos componentes
desconectados en sus dos bordes del no-limite o deben ser sélo los triangulos
(los cuales son suprimibles) o tiene (por induccién) dos tridngulos fronteras
trasladables, con por lo menos uno de los cuales serd trasladable en el grafo
global.

Por lo tanto, quite los tridangulos limite uno por uno; en cada paso quita-
mos o una arista o una cara, o dos aristas, una cara y un vértice. En todos
los casos V — A+ C permanece inalterable. Finalmente, obtenemos un grafo
formado por un solo tridnguloen el cual V —A4+C=3-3+2=2.

El anadlisis en versiones multidimensionales de esta prueba se relaciona
estrechamente con el teorema de Radén, en el que cualquier punto d + 2
puede dividirse en dos subconjuntos con céscaras convexas y “arrojar” los
algoritmos basados en construir triangulaciones de Delaunay y céscaras
convexas.

Prueba 14: El arca de Noé.

Prueba 15: Homologia binaria.
Prueba 16: Particion espacial binaria.
Prueba 17: Valoraciones.

Helena Verrill ha mostrado que la férmula de Euler es equivalente al hecho
de que cada variedad tedrica sobre GF'[p] posee un niimero de puntos igual
a 1(mod p), pero todavia no se tiene una buena prueba no-combinatoria de
este ltimo hecho.

Seria posible construir las inducciones basadas en la representacion de
poliedros convexos como las intersecciones de semiespacios o céscaras con-
vexas de puntos, pero la necesidad de ocuparse de entradas en posiciones
no generales haria las pruebas resultantes bastante desprolijas.

También parece haber una conexion potencial con los binomios: si uno
define un polinomio p(t) = 1 + Vit + Et> + Ft? + t4, la férmula de Euler
puede interpretarse afirmando que p(t) es divisible por 1 + ¢. Pero para
simplex de cualquier dimensién, p(t) = (1 + t)™! por la férmula del bi-
nomio. Quizas exista una prueba de la férmula de Euler que utilice estos
polinomios directamente, en lugar de convertir cada una de las induccio-
nes a una forma polinémica. Jim Propp se pregunta cuestiones similares
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para politopos infinito-dimensionales, interpretando p(t) como una serie de
potencias.

Ejercicio 4.

1) Para un poliedro dado, sea C; el ntmero de caras i-dgonos. Entonces 3C5;+4C, +--- =

2A.

2) Para un poliedro dado, sea V, el nimero de vértices que estdn sobre i filas (vértices

i-valentes). Entonces 3V + 4V, + --- = 2A.

3) 2V +2V, + ) = (Cy+2C, +3C; +---) =4.
4) (203 +2C,+ ) = (Vo +2V, +3V; +--) = 4.

REFERENCIAS
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ANEXO
EL TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN

El teorema de la curva de Jordan es decepcionantemente simple:

Teorema de la curva de Jordan. Cualquier curva cerrada simple conti-
nua en el plano, separa el plano en dos regiones disjuntas, el interior y el
exterior.

Durante mucho tiempo este resultado fue considerado tan obvio que nadie
se molestd en demostrar el teorema. El resultado se declar6 primero como un
teorema en el famoso libro de texto de Camille Jordan (1838-1922), Cours

d’Analyze de I'Ecole Polytechnique en 1887, y por tanto lleva su nombre.
Jordan encontré que demostrar este teorema no es de ninguna manera facil,
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y de hecho la prueba que él brindé en su libro de texto esta completamente
equivocada.

El teorema es de hecho obvio para las curvas suaves!® y no demasiado
dificil para las curvas lisas a tramos. Sin embargo, este acercamiento no es

valido para curvas cerradas simples no suaves en ninguna parte como el copo
de nieve de van Koch mostrado aqui.

La primera prueba correcta del teorema de la cur-
va de Jordan fue dada por Oswald Veblen en 1905.
Sin embargo, su prueba dejo abierta la pregunta de
cuando el interior y exterior de tales curvas son ho-
meomorficas al interior y exterior del circulo normal
en el plano (i.e., la unidad de los niimeros comple-
jos). Esta version fuerte del teorema de la curva de
Jordan fue probada por A. Schonflies en 1906. (Su
prueba tuvo algunos errores que fueron senalados
por L. E. J. Brouwer en 1909.)

Teorema de la curva de Jordan-Schonflies. Para cualquier curva cerrada
simple en el plano, hay un homeomorfismo del plano que transforma la
curva en el circulo normal.

Brouwer consider6 entonces andlogos en dimensiones mas altas de esta
pregunta. En 1912 él mostro:

Teorema de la separacion
de Jordan-Brouwer. Cual-
quier inmersion de la esfera
(n—1)-dimensional en un es-
pacio euclidiano n-dimensio-
nal separa el espacio euclidia-
no en dos regiones disjuntas.

Brouwer fue incapaz de de-
mostrar el andlogo del teore-
ma de Jordan-Schonflies que
el interior y fuera de seme-
jante esfera fuera homeomor-
fico al interior y exterior de la esfera normal en el espacio euclidiano (i.e.,
la esfera de vectores unitarios). En 1921, J. W. Alexander anuncié que
él tenfa una prueba de este resultado. Sin embargo, antes de que publi-
cara su articulo, descubrié un error en su prueba. Entonces, en 1924 des-

18L0s textos de cdlculos elementales normales muestran cémo calcular el vector normal exterior a
semejante curva.
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cubrié un contraejemplo al andlogo del teorema de Jordan-Schonflies en
3-dimensiones, el que llegd a ser conocido como La esfera astada de Ale-
xzander: el exterior de la esfera astada simplemente no se conecta, es dife-
rente el exterior de la esfera normal: una vuelta alrededor de uno de los
cuernos de la esfera astada no puede deformarse continuamente a un punto
sin atravesar la esfera astada.

En 1948 R. H. Fox y E. Artin dieron los ejemplos mas simples de in-
mersion de esferas no-estandar en el espacio euclidiano de 3-dimensiones:

asi como los arcos:
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