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RESUMEN
El laplaciano en diferencias finitas, describe la energia cinética de

un electrén moviéndose en una red o latice. Tiene como espectro
puro y absolutamente continuo a [—4wv, 0], donde v es la dimensién

de la latice Z¥ [Carmona y Lacroix, 1990; Combes, 1997; Cycon [He] 252353
et al]. Exhibimos un cdlculo elemental, para caso unidimensional
(v =1) utilizando la serie y trasformada de Fourier. N
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PRELIMINARES

El Laplaciano continuo —A, es un operador autoadjunto en H?(R") y su
espectro esencial o(—A) 1= o A) = [0,00) [Hislop y Sigal, 1996].

ese(_

RESULTADOS ELEMENTALES

Lema 1. La sucesién {cosm},, . forma un subconjunto denso en el inter-
valo [—1, 1] [Ruiz, 1997].

La siguiente proposicién fue extraida de Reed [1972], pagina 229.

Proposicion. Si F: M — R es una funcién medible acotada definida sobre
un espacio medible (M, p). Y si Tp es un operador autoadjunto definido
sobre L?(M,dy) dado por

(Trg)(m) = F(m)g(m),

entonces
o(Ty) = ranesen(F),

donde A € ranesen(F') (el rango esencial de F) si y sélo si Ve > 0
pdm:[F(m) = A <e}) >0,

o bien como

p(FH (A —g,x+¢)) >0,

donde

{m:|F(m) =AM <e}=F Y (A—e,X+¢)),
' F~Y(B):={m e M:F(m) € B},
para B C RR.

Como un ejemplo elemental de la proposiciéon anterior, consideremos
F:R — [—1,1] definida por F(m) := cosm, donde R es un espacio me-
dible con la medida de Lebesgue A\ entonces,

ranesen(cos) = [—1,1].

Ya que si A € [~1,1] para ¢ > 0, por el lema 1, cos ' (A — g, \ +
g) # ¢, y cos (A —¢e,\ + ¢) es un abierto en R, por la continuidad
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del cos. Asi para cada m € cos™!(A — &, A + ¢) existe § > 0 tal que
(m—0/2,m+5/2) Ccos t(A—g, A\ &) =0<6=A((m—3/2,m+4/2)) <
A (cosfl()\ —g, A+ 8)).

Inversamente, si A € ranesen(cos) = cos /(A —e, A +¢) # ¢ Ve >0,
i.e., dada e > 0 existe m € R tal que —e—cosm < A < e—cosm = —1—¢ <
—e—cosm<A<e—cosm<e+l=|A\<l+e Ve>0=|A\<1 =

Si ahora definimos F: R = R, por F(m) := 2(cosm — 1), en principio
la imagen de dicha funcién, forma un subconjunto denso en [—4,0] por
la invarianza de la densidad ante traslaciones y homotecias, y podemos
concluir que

ranesen (2(cosm — 1)) = [—4, 0]

Definicién. Para un operador autoadjunto A, un invariante unitario de A
es una propiedad P tal que

P(A) = P(UAU') YU operador unitario,
i.e., los invariantes unitarios son propiedades intrisecas de los operadores
autoadjuntos y son independientes de la representaciéon de éstos [Reed y

Simon, 1972].

Ejemplo. El espectro o(A) de A, es un ejemplo de un invariante unitario,
1.€.,

o(A) =o(UAU™') VU operador unitario

[Reed y Simon, 1972].
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Consideremos ZQ(Z) = {u:u = {u(n)}nGZ} y

Ju]l = @ u()|? < oo.

Denotemos el laplaciano discreto —A;, definido sobre 1?(Z) como
(—Aygu)(n) =u(n+1) +u(n —1) — 4du(n).

Consideremos u € [*(Z), cada u(n) es el coeficiente de Fourier de la serie
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de Fourier de una funcién f € L*[—x, 7], i.e.,

=g [ e = (5) o

donde F es la trasformada de Fourier de f respecto de n, asi podemos
asociar a cada f € L?[—m, 7], un tnico elemento u € [?(Z). De hecho,
hemos obtenido un operador unitario natural a través de la trasformada de
Fourier F: L?[—m, 7] — 1*(Z),

IF fllez) = lulle@) = - lu@) = 1fl21nm-

nez

Demostremos ahora que F _1Adf es un operador de multiplicacién por
2(cosn — 1). A saber,

800 = (-2 Fr) = -89 (52 [ o)

(n)) = (=Agu)(n) = u(n + 1) + u(n — 1) — 2u(n)

/ flx)e™? (n+D)z gy 4 —/ f(x)e—iln= D gy — ( / flz 7.na:>
20 /_ﬂ— f(;r)e—inm(e—iz + i — 2)dx = o /_W f(x)(2cosx — 2)6—2'111 dz
i/ ;

z)2(cosz — 1)e™ ™% dy = F (2 (cos(-) — 1) f(+)) (n),

- (FH=ADFT) (1) = 2(cosn — 1) f (),

de esta manera, hemos diagonalizado el operador —A

2(cosn—1)

L?[—m, 7] — L?[—m, 7]
Fl L F
pz) o E@)

—=d

donde F~1(—A,)F = 2(cos(-) —1). Asf (=A,) y 2(cos(+) — 1) son unitaria-

mente equivalentes. Por los resultados anteriores

o(—A,) = ranesen (2(cosm — 1)) = [—4, 0] u
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APENDICE
La notacion y los espacios de funciones

La notacion estandar de multi-indices: un multi-indice es una n-ada de
enteros no negativos a = (ay, @y, ..., qa,). La coleccién de todos los multi-
indices se denota por I'!. Se Defininen los siguientes simbolos para los multi-
indices

n
ladl =>_ o,
i=1

C®R") :={f:R" — C:ID*f continua Va € I}}.

El espacio de Schwartz, S(R") := {f:R" — C: f € C(R") y de répido
decrecimiento a cero en infinito }, o més precisamente

S(R") := {f € C®(R"):Vo, g € 17, sup‘xﬁDO‘f(:z;)‘ < oo}.
El espacio de Hilbert
L*(R") := {f:IR” — C: f es Lebesgue medible y /R" 1f(2)]? dz < oo} ,
con el producto escalar

oDy = [, F@)ole) da,

donde (-) es el complejo conjugado.

H?(R") es llamado el espacio de Sobolev de segundo orden. Es un espacio
de Hilbert definido por

HX®R") :={f:R" - C: f,Df y D*f € L*R")},
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con el producto escalar, y se caracteriza en términos de la transformada de
Fourier como

n

2
Hew) = {f e L2 [ (14 pP) I(FHE)P dp < oo}
Finalmente se tiene la siguiente cadena de contenciones propias

C*®(R") C S(R") € H?(R") C L*(R").

Resultados elementales sobre la transformada de Fourier

Los siguientes resultados fueron extraidos de [Reed y Simons, 1975]
Consideremos el espacio de Schwartz S(R"), de las funciones C*°(R") de
rapido decrecimiento.

A
Definicién. La transformada de Fourier, como un operador lineal F = (+)

definido en S(R™) sobre el propio S(R") y definido como

1

f()\):W

(Ff)N)

[ e G0 ax,

A
donde x-A = Y1 | z;A; y llamaremos a (F f)(\) = f(A), la transformada de
Fourier de f. Y la transformada de Fourier inversa de f, que denotaremos

v
por (F71£)(\) = f(\), la definiremos como

1
(27.(-)11/2

(FHN) = FN) = [ A dx.

Definiciones y resultados bdsicos sobre operadores lineales

En las siguientes definiciones H denotarda un espacio de Hilbert complejo
separable y T' un operador lineal definido en D(T") C H, sobre algtin subes-
pacio lineal de H.

Definicién. La grafica de un operador lineal T" se define como

() ={(p,¥): To =¥}



EL ESPECTRO DEL LAPLACIANO UNIDIMENSIONAL EN DIFERENCIAS FINITAS

Definicién. Un operador T es cerrado, si su grafica es un conjunto cerrado
en H x H en su correspondiente topologia.

Definicién. Un operador 7' es acotado, si existe un ntimero real no negativo
||| definido por

1| = sup 1Tl
o0 1@llx
tal que
1Tl < TNl Ve € DT),
donde || - ||y es la norma de H.

Definicién. Sea T un operador definido en subconjunto denso de H. Defi-
namos el siguiente subconjunto D(T*) de H,

D(T*) ={¢:3veH talque (T, ¢¥)=(p,7) Vpec D)},

donde (,) es el producto escalar de H y definimos el operador T* en D(T™)
por

T =,
a T* le llamamos el operador adjunto de T.

Definicién. Sea T" un operador definido en subconjunto denso de H. Un
operador es llamado simétrico o hermitico si

T CT*,

1.e., si
D(T)cD(T) vy Te=T*p YpeD(T).

O equivalentemente, T' es simétrico si, y solo si,
(Te, ) = (o, TY) Ve, € H.

Definicién. Un operador T' es autoadjunto si
T =T,

1.e., si T es autoadjunto si, y solo si T" es un operador simétrico y T D T*.
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Definicién.
B(H)={TH — H:T esacotado},

el cual es un espacio de Banach.

Definicién. Un operador T € B(H) es unitario si R(T) =H y
ITell = llell Vo e™,

donde R(T) es el rango de 7.

El espectro de un operador [Reed y Simon, 1972]
Sea un operador autoadjunto 7' sobre H.
Definiciéon. Si T un operador cerrado sobre H,
p(T)={N€ C:(T — AI):D(T) — H es inyectivay (T — A)~' € B(H)};

a p(T) se le llama el conjunto resolvente.

Definicién. Si A € p(7T),
Ry(T) = (T = AI) Y,

R, (T') es llamada la resolvente de T" en Xy, en general, se define como
R(T) = (T - 21) Y,

la cual es una funcién analitica para z € p(T) con valores en B(H).

Definicién. El espectro de T, se define como

(Ne| 352352 el cual es un conjunto cerrado.
S . Definicién. o,(T') := { autovalores con multiplicidad finita de 7" que son
| puntos aislados de o(T') }, le llamaremos el espectro discreto de T.

Silicio . e
=] Definicién.
14
— Oese = 0(T) — oy(T),
peso atémico: 28.0855
punto de fusién: 1411°C

P unto de eballicion: 3231°C llamaremos el espectro esencial.
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