
Divulgación
El espectro del laplaciano

unidimensional en diferencias
finitas
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resumen

El laplaciano en diferencias finitas, describe la enerǵıa cinética de
un electrón moviéndose en una red o latice. Tiene como espectro
puro y absolutamente continuo a [−4v, 0], donde v es la dimensión
de la latice Zv [Carmona y Lacroix, 1990; Combes, 1997; Cycon
et al]. Exhibimos un cálculo elemental, para caso unidimensional
(v = 1) utilizando la serie y trasformada de Fourier.
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Preliminares

El Laplaciano continuo −∆, es un operador autoadjunto en H2(Rn) y su
espectro esencial σ(−∆) := σese(−∆) = [0,∞) [Hislop y Sigal, 1996].

Resultados elementales

Lema 1. La sucesión {cos m}m∈N forma un subconjunto denso en el inter-
valo [−1, 1] [Ruiz, 1997].

La siguiente proposición fue extraida de Reed [1972], página 229.

Proposición. Si F : M → R es una función medible acotada definida sobre
un espacio medible (M, µ). Y si TF es un operador autoadjunto definido
sobre L2(M, dµ) dado por

(TF g)(m) = F (m)g(m),

entonces
σ(TF ) = ranesen(F ),

donde λ ∈ ranesen(F ) (el rango esencial de F ) si y sólo si ∀ε > 0

µ ({m: |F (m)− λ| < ε}) > 0,

o bien como
µ

(
F−1 ((λ− ε, λ + ε))

)
> 0,

donde
{m: |F (m)− λ| < ε} = F−1 ((λ− ε, λ + ε)) ,

y
F−1(B) := {m ∈ M : F (m) ∈ B} ,

para B ⊂ R.

Como un ejemplo elemental de la proposición anterior, consideremos
F :R → [−1, 1] definida por F (m) := cos m, donde R es un espacio me-
dible con la medida de Lebesgue λ entonces,

ranesen(cos) = [−1, 1].

Ya que si λ ∈ [−1, 1] para ε > 0, por el lema 1, cos−1(λ − ε, λ +
ε) 6= φ, y cos−1(λ − ε, λ + ε) es un abierto en R, por la continuidad
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del cos. Aśı para cada m ∈ cos−1(λ − ε, λ + ε) existe δ > 0 tal que
(m−δ/2,m+δ/2) ⊂ cos−1(λ−ε, λ+ε) ⇒ 0 < δ = λ ((m− δ/2,m + δ/2)) ≤
λ

(
cos−1(λ− ε, λ + ε)

)
.

Inversamente, si λ ∈ ranesen(cos) ⇒ cos−1(λ − ε, λ + ε) 6= φ ∀ε > 0,
i.e., dada ε > 0 existe m ∈ R tal que −ε−cos m < λ < ε−cos m ⇒ −1−ε <
−ε− cos m < λ < ε− cos m < ε + 1 ⇒ |λ| < 1 + ε ∀ε > 0 ⇒ |λ| ≤ 1.

Si ahora definimos F :R ⇒ R, por F (m) := 2(cos m − 1), en principio
la imagen de dicha función, forma un subconjunto denso en [−4, 0] por
la invarianza de la densidad ante traslaciones y homotecias, y podemos
concluir que

ranesen (2(cos m− 1)) = [−4, 0]

Definición. Para un operador autoadjunto A, un invariante unitario de A
es una propiedad P tal que

P (A) = P (UAU−1) ∀U operador unitario,

i.e., los invariantes unitarios son propiedades intŕısecas de los operadores
autoadjuntos y son independientes de la representación de éstos [Reed y
Simon, 1972].

Ejemplo. El espectro σ(A) de A, es un ejemplo de un invariante unitario,
i.e.,

σ(A) = σ(UAU−1) ∀U operador unitario

[Reed y Simon, 1972].

El espectro del laplaciano unidimensional en el caso discreto

Consideremos l2(Z) :=
{
u: u = {u(n)}n∈Z

}
y

‖u‖ ≡
√ ∑

n∈Z

|u(n)|2 < ∞.

Denotemos el laplaciano discreto −∆d, definido sobre l2(Z) como

(−∆du)(n) = u(n + 1) + u(n− 1)− 4u(n).

Consideremos u ∈ l2(Z), cada u(n) es el coeficiente de Fourier de la serie
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de Fourier de una función f ∈ L2[−π, π], i.e.,

u(n) =
1
2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx =

(
F

f

)
(n),

donde F es la trasformada de Fourier de f respecto de n, aśı podemos
asociar a cada f ∈ L2[−π, π], un único elemento u ∈ l2(Z). De hecho,
hemos obtenido un operador unitario natural a través de la trasformada de
Fourier F : L2[−π, π] → l2(Z),

‖Ff‖l2(Z) = ‖u‖l2(Z) =
∑

n∈Z

|u(n)|2 = ‖f‖L2[−π,π].

Demostremos ahora que F−1∆dF es un operador de multiplicación por
2(cos n− 1). A saber,

(−∆dFf)(n) = (−∆d) (Ff(n)) = (−∆d)

(
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−in

)

= (−∆d) (u(n)) = (−∆du)(n) = u(n + 1) + u(n− 1)− 2u(n)

=
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−i(n+1)x dx +
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−i(n−1)x dx− 2

(
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx

)

=
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx(e−ix + eix − 2) dx =
1

2π

∫ π

−π

f(x)(2 cos x− 2)e−inx dx

=
1

2π

∫ π

−π

f(x)2(cos x− 1)e−inx dx = F (2 (cos(·)− 1) f(·)) (n),

i.e., (
F−1(−∆d)Ff

)
(n) = 2(cos n− 1)f(n),

de esta manera, hemos diagonalizado el operador −∆d

L2[−π, π]
2(cos n−1)−→ L2[−π, π]

F ↓ ↓ F
l2(Z) ←−

−∆d

l2(Z)

donde F−1(−∆d)F = 2(cos(·)− 1). Aśı (−∆d) y 2(cos(·)− 1) son unitaria-
mente equivalentes. Por los resultados anteriores

σ(−∆d) = ranesen (2(cos m− 1)) = [−4, 0]
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Apéndice

La notación y los espacios de funciones

La notación estándar de multi-́ındices: un multi-́ındice es una n-ada de
enteros no negativos α = (α1, α2, . . . , αn). La colección de todos los multi-
ı́ndices se denota por In

+. Se Defininen los siguientes śımbolos para los multi-
ı́ndices

‖α‖ =
n∑

i=1

αi,

xα = x
α1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n ,

Dα =
∂|α|

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αn
n

,

x2 =
n∑

i=1

x2
i

y
C∞(Rn) := {f :Rn → C:∃Dαf continua ∀α ∈ In

+}.
El espacio de Schwartz, S(Rn) := {f :Rn → C: f ∈ C∞(Rn) y de rápido

decrecimiento a cero en infinito }, o más precisamente

S(Rn) :=
{
f ∈ C∞(Rn): ∀α, β ∈ In

+, sup
∣∣∣xβDαf(x)

∣∣∣ < ∞
}

.

El espacio de Hilbert

L2(Rn) :=
{
f :Rn → C: f es Lebesgue medible y

∫

Rn
|f(x)|2 dx < ∞

}
,

con el producto escalar

〈f, g〉L2(Rn) :=
∫

Rn
f(x)g(x) dx,

donde (·) es el complejo conjugado.
H2(Rn) es llamado el espacio de Sobolev de segundo orden. Es un espacio

de Hilbert definido por

H2(Rn) :=
{
f :Rn → C: f,Df y D2f ∈ L2(Rn)

}
,
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con el producto escalar, y se caracteriza en términos de la transformada de
Fourier como

H2(Rn) :=
{
f ∈ L2(Rn):

∫

Rn

(
1 + |p|2

)2 |(Ff)(p))|2 dp < ∞
}

.

Finalmente se tiene la siguiente cadena de contenciones propias

C∞(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ H2(Rn) ⊂ L2(Rn).

Resultados elementales sobre la transformada de Fourier

Los siguientes resultados fueron extraidos de [Reed y Simons, 1975]
Consideremos el espacio de Schwartz S(Rn), de las funciones C∞(Rn) de

rápido decrecimiento.

Definición. La transformada de Fourier, como un operador lineal F ≡
∧
(·)

definido en S(Rn) sobre el propio S(Rn) y definido como

(Ff)(λ) ≡
∧
f(λ) =

1
(2π)n/2

∫

Rn
e−x·λf(x) dx,

donde x ·λ =
∑n

i=1 xiλi y llamaremos a (Ff)(λ) ≡
∧
f(λ), la transformada de

Fourier de f . Y la transformada de Fourier inversa de f , que denotaremos

por (F−1f)(λ) ≡
∨
f(λ), la definiremos como

(F−1f)(λ) ≡
∨
f(λ) =

1
(2π)n/2

∫

Rn
ex·λf(x) dx.

Definiciones y resultados básicos sobre operadores lineales

En las siguientes definiciones H denotará un espacio de Hilbert complejo
separable y T un operador lineal definido en D(T ) ⊂ H, sobre algún subes-
pacio lineal de H.

Definición. La gráfica de un operador lineal T se define como

Γ(T ) ≡ {(ϕ,ψ): Tφ = ψ} .
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Definición. Un operador T es cerrado, si su gráfica es un conjunto cerrado
en H×H en su correspondiente topoloǵıa.

Definición. Un operador T es acotado, si existe un número real no negativo
‖T‖ definido por

‖T‖ ≡ sup
ϕ6=0

‖Tϕ‖H
‖ϕ‖H

,

tal que
‖Tϕ‖H ≤ ‖T‖‖ϕ‖H ∀ϕ ∈ D(T ),

donde ‖ · ‖H es la norma de H.

Definición. Sea T un operador definido en subconjunto denso de H. Defi-
namos el siguiente subconjunto D(T ∗) de H,

D(T ∗) = {ψ:∃γ ∈ H tal que 〈Tϕ, ψ〉 = 〈ϕ, γ〉 ∀ϕ ∈ D(T )} ,

donde 〈, 〉 es el producto escalar de H y definimos el operador T ∗ en D(T ∗)
por

T ∗ψ = γ,

a T ∗ le llamamos el operador adjunto de T .

Definición. Sea T un operador definido en subconjunto denso de H. Un
operador es llamado simétrico o hermı́tico si

T ⊂ T ∗,

i.e., si
D(T ) ⊂ D(T ∗) y Tϕ = T ∗ϕ ∀ϕ ∈ D(T ).

O equivalentemente, T es simétrico si, y solo si,

〈Tϕ, ψ〉 = 〈ϕ, Tψ〉 ∀ϕ,ψ ∈ H.

Definición. Un operador T es autoadjunto si

T = T ∗,

i.e., si T es autoadjunto si, y solo si T es un operador simétrico y T ⊃ T ∗.
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Definición.
B(H) ≡ {T :H → H: T esacotado} ,

el cual es un espacio de Banach.

Definición. Un operador T ∈ B(H) es unitario si R(T ) = H y

‖Tϕ‖ = ‖ϕ‖ ∀ϕ ∈ H,

donde R(T ) es el rango de T .

El espectro de un operador [Reed y Simon, 1972]

Sea un operador autoadjunto T sobre H.

Definición. Si T un operador cerrado sobre H,

ρ(T ) ≡ {λ ∈ C: (T − λI): D(T ) → H es inyectiva y (T − λI)−1 ∈ B(H)} ;

a ρ(T ) se le llama el conjunto resolvente.

Definición. Si λ ∈ ρ(T ),

Rλ(T ) ≡ (T − λI)−1,

Rλ(T ) es llamada la resolvente de T en λ y, en general, se define como

Rz(T ) ≡ (T − zI)−1,

la cual es una función anaĺıtica para z ∈ ρ(T ) con valores en B(H).

Definición. El espectro de T , se define como

σ(T ) ≡ C− ρ(T ),

el cual es un conjunto cerrado.

Definición. σd(T ) := { autovalores con multiplicidad finita de T que son
puntos aislados de σ(T ) }, le llamaremos el espectro discreto de T .

Definición.
σese = σ(T )− σd(T ),

llamaremos el espectro esencial.
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dom Media, Départment de Mathematiques, Université de Toulon et
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