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El propésito de estas actividades es que los alumnos de nivel medio desarro-
llen una mejor comprensioén de la férmula para el volumen del cilindro (que
estd en funcién del radio de la base y de la altura del cilindro), y de cémo se
altera el volumen al cambiar estas variables si se mantiene constante el area
de la superficie lateral (que también estd en funcién del radio y la altura).
Otro objetivo es que los alumnos vean la ventaja de hacer razonamientos
acerca de las cantidades (y no solamente hacer operaciones con los niimeros
que las representan), para entender mejor la situacién. La notacién alge-
braica permite a los alumnos ver con mayor claridad la relaciéon entre las
cantidades, y entender el porqué de un resultado que a primera vista resulta
sorprendente.

Materiales. Hojas de papel tamano carta, cinta adhesiva, material de em-
paque (bolitas de poliestireno) o palomitas de maiz, un cartén o superficie
plana, calculadora.

Actividad 1. Los alumnos toman una hoja tamano carta (21.6cm por
27.9cm) y forman con ella un cilindro uniendo los lados largos del rectén-
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gulo. Luego toman otra hoja del mismo tamano, y forman otro cilindro
uniendo esta vez los lados mas cortos del rectangulo. Los cilindros asi for-
mados tienen distintas formas: uno es angosto y largo, y el otro es mas
ancho y mas bajo (figura 1).
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FIGURA 1. Dos cilindros construidos con rectdngulos iguales.

Al pedir a los alumnos de nivel medio que comparen los volimenes de
los cilindros, una respuesta inmediata muy comun es que tienen el mismo
volumen, ya que fueron hechos con rectdangulos del mismo tamano. Otra
respuesta comun es que el cilindro mas alto tiene mas volumen. A fin de
verificar su respuesta, los alumnos colocan el cilindro alto sobre un cartén
y lo llenan de material de empaque o de palomitas de maiz. Luego vacian
el contenido en el otro cilindro. Su cara refleja su sorpresa al ver que al
cilindro més bajo y mas ancho le falté casi la cuarta parte para llenarse.

.Por qué se ven iguales?

Nuestra percepcién visual del tamano de las cosas esta influida fuertemente
por la seccién transversal que nos presentan. En el caso de los cilindros,
cuando estan en posicién vertical y los vemos desde un lado, de modo que el
borde superior se vea como una sola linea (y no como una elipse), la seccién
transversal esta dada por el area de un rectangulo formado por el didmetro
del cilindro y la altura. Para hojas de tamano carta, los didmetros de los dos
cilindros son 21.6/7 = 6.9 para el cilindro alto y angosto, y 27.9/7 ~ 8.9
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para el cilindro ancho y bajo.
El area de la seccion transversal de cada cilindro es por tanto

6.9 x 27.9 ~ 192 (alto y angosto),
8.9 x 21.6 ~ 192 (bajo y ancho).

Es decir, las dos secciones transversales son iguales (figura 2).
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FIGURA 2. Los cilindros vistos de lado.

Si utilizamos letras para las cantidades, sera evidente por qué las seccio-
nes transversales son iguales. Sea a el lado corto de la hoja tamafno carta,
y b el lado largo (figura 3). En el caso del cilindro chaparro y bajo, como la
circunferencia es b, el didmetro es b/m, su altura es a y el drea de la seccién
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FIGURA 3. Rectangulo de base b y altura a.



VOLUMENES DE CILINDROS

transversal es a X (b/7). En el otro caso el didmetro es a/7 y la altura es b,
de modo que el drea de la seccién transversal es b x (a/7). Vemos asi que
el drea de la seccién transversal en ambos casos esta dada por el producto

axb

™

(Por qué son diferentes los voliimenes?

Sin embargo, a pesar de que las secciones transversales son iguales, los
volumenes son diferentes. Para calcular el volumen de un cilindro hay que
multiplicar el drea de la base por la altura del cilindro. La base es circular,
por lo que su drea es 12 x 7. En el caso del cilindro alto y delgado se tiene
que el radio es 21.6cm/27 ~ 3.4cm. El volumen serd aproximadamente
1036 cm? (redondeamos después de hacer todas las operaciones). En el caso
del cilindro bajo y ancho, el radio es 27.9 cm /27 ~ 4.4 cm, el volumen sera
aproximadamente 1338 cm?.

A fin de entender mejor el por qué de la diferencia, vamos a trabajar el
volumen expresado en términos del largo y ancho de la hoja, expresados
por variables. En el caso del cilindro ancho y chaparro, el radio serd b/2m,

el 4rea de la base
b\? . b2
_ T = —
27 A7

b2 x a
A

De manera similar podemos obtener el volumen del cilindro alto y delgado,
que serd igual a

y el volumen

b x a?

4
Los alumnos pueden notar que en ambos casos hay un factor comun, (a x

b)/4m, asi que podemos reescribir los volimenes como b X (a x b/4w) y
a X (a x b/4m). Como b > a, se tiene que

axb axb
>a X
T 47

b x

Y

es decir, el volumen del cilindro chaparro y ancho serd mayor que el del alto
y delgado.
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En el caso del cilindro ancho y chaparro, el radio serd b/2m, el drea de
la base (b/27)? x m = b%/4m, y el volumen (b? x a)/4w. De manera similar
podemos obtener que el volumen del cilindro alto y delgado es (b x a?) /4.
Los alumnos pueden notar que en ambos casos hay un factor comun, asi
que podemos reescribir los voliimenes como b X (a x b) /47y a X (a x b) /4.
Como b > a, el volumen del cilindro chaparro y ancho serd mayor.

FIGURA 4. El cilindro se corta y se forma uno nuevo.

Actividad 2. Con una hoja tamano carta, los alumnos construyen otro
cilindro alto y angosto. Luego el cilindro es cortado a la mitad, y se desdobla.
Se extienden los dos rectangulos y se anexan uno al otro, para formar una
sola tira rectangular. Con esta tira de la mitad de alto y doble de largo
se forma un cilindro chaparro y ancho (figura 4). La superficie lateral esta
formada por el mismo papel, simplemente pegado de otra forma, por lo que
debe ser igual. Podemos ver ésto también algebraicamente. En el primer
caso la superficie lateral es a x b, y en el segundo caso 2a x (b/2), de modo
que son iguales. Se llena de palomitas el primer cilindro de la actividad 1
(que también era alto y delgado). Se pregunta a los alumnos qué tanto
del otro cilindro se llenara con esa cantidad de palomitas. Los alumnos se
sorprenden que las palomitas alcanzaron a llenar solo la mitad del cilindro
ancho y chaparro.

Veamos por qué es esto. Como vimos, el radio del primer cilindro es a /27,
el rea de la base a? /47, y el volumen (bx a?) /47. El segundo cilindro tendra
un radio dos veces més grande, 2a/27 = a/7 y una altura de la mitad, b/2.
Sin embargo, el drea de la base es ahora (a/7)? x m = a?/7, cuatro veces
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mas grande que para el cilindro anterior, y aunque la altura se redujo a la
mitad, el volumen es igual a (a?/7) x (b/2) = (a? x b)/27, dos veces mas
grande que el anterior.

Si repetimos el proceso, cortando el cilindro a la mitad, desdoblando las
dos partes y pegando los dos rectangulos para formar un nuevo cilindro,
vemos que éste tiene un volumen todavia més grande. El nuevo radio seréa
2a/7 y la altura b/4. El 4rea de la base del nuevo cilindro es 4a? /7, y el vo-
lumen (4a®/7) x (b/4) = (a® x b) /7, otra vez el doble que el anterior. Vemos
asi que cada vez que formamos un nuevo cilindro, cortando el anterior en
dos y pegando las dos tiras para formar uno del doble de ancho y la mitad
de chaparro, el volumen se duplica. Podemos organizar la informacién de
manera sistematica en una tabla. La primera tabla expresa las cantidades
numéricamente, la segunda tabla por medio de variables y niimeros.

TABLA 1. Relaciones entre las cantidades en nimeros (redondeados)

Altura del
Lado del rectangulo y del Radio del Area de la Volumen
rectdngulo cilindro (cm) cilindro base (cm?) (cm3)
21.6 27.9 3.4 37.1 1036
43.2 14.0 6.9 148.5 2072
86.4 7.0 13.8 594.0 4143

TABLA 2. Relaciones entre las cantidades (simbolos algebraicos)

Altura del R
Lado del rectangulo y del Radio del Area de la Volumen
rectdngulo cilindro (cm) cilindro base (cm?) (cm3)
a a® a?b
a b @ o v, =20
27 47 4
b a a® a’b
2 2 a @ 90 _ oy,
2 T 27
b 2a 4a? a’b
da 2 = f 90 _ 4y,
4 7 T m
b 4a 16a> 2a°b
8a 2 = 20 gy,
T 27

La expresion de los volumenes por medio de letras (en vez de niimeros)
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nos permite ver mejor por qué el volumen se incrementa cada vez por un
factor de dos. Asi, en principio, con la misma superficie lateral, podemos
tener cilindros de volumenes tan grandes como queramos. Los alumnos
encuentran este resultado sorprendente y fascinante.

CONCLUSION

Una ventaja de estas actividades es que los alumnos, sorprendidos por los
resultados, muestran interés tanto en la féormula para el volumen del ci-
lindro, asi como en el andlisis de las cantidades involucradas, y el uso de
simbolos algebraicos para estudiar la situacién. Para ayudar a los alumnos
en la transicion de la aritmética al algebra, es importante que aprendan
a tratar con las cantidades como objetos matematicos que tienen interés
por si mismos, y no inicamente como niimeros con los que operamos para
obtener un resultado.



