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resumen

Se calcula la densidad integrada de estados para el operador Lapla-
ciano en una dimension (segunda derivada) en el caso continuo y
en el caso discreto, y se muestra que en el caso continuo es indepen-
diente de las condiciones de frontera de Dirichlet y de Newmann.

La densidad integrada de estados NX

La densidad integrada de estados NX es una medida del número promedio
de estados de un sistema por unidad de volumen. Dado un operador H,
si consideramos la restricción HX

Λ , del operador a una región Λ acotada y
regular con condiciones de frontera X impuestas en ∂Λ, donde X = D sig-
nifica condiciones de Dirichlet y X = N condiciones de Newmann. ResultaVI
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que HX
Λ tiene sólo espectro discreto que denotamos por

{
Ej (Λ)

}
j∈N

. Si el
conjunto de autovalores está ordenado en forma no decreciente

−∞ < E1 (Λ) ≤ E2 (Λ) ≤ · · ·· < ∞,

donde repetimos el autovalor de acuerdo a su multiplicidad, definimos en-
tonces para E ∈ R,

NX
Λ (E) =

1
|Λ|]

{
j : Ej (Λ) ≤ E (i.m.)

}
,

donde (i.m.) significa que se incluyen las multiplicidades de los autovalores,
|Λ| denota el volumen de Λ. Aśı se define la densidad integrada de estados
como

NX := lim
|Λ|→∞

NX
Λ (E) .

Véase Combes y Hislop, [1997].

El caso del laplaciano continuo unidimensional

Es un hecho conocido que para el laplaciano sobre Rd véanse Combes y
Hislop [1997] y Cycon et al. [1987], que NX (E) se comporta como

NX (E) ∼ Ed/2.

Calculemos NX para el operador

HX
Λ = −d2u

dx2
y Λ = [0, b] , d = 1, X = D o X = N.

Para X = D tenemos que

−d2u

dx2
= λu en [0, b] con u (0) = u (b) = 0,

en este caso

ND
[0,b] (E) =

1
b
] {n : λn (b) ≤ E (i.m.)} ,

VII
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y los autovalores λn = n2π2/b2, n > 0. Aśı

ND
[0,b] (E) =

1
b
]

{
n :

n2π2

b2
≤ E (i.m.)

}
,

de ah́ı que n ≤ b
√

E/π, si E > 0 (si E < 0, ND = 0)

ND
[0,b] (E) =

1
b

[
b
√

E

π

]
,

donde [x] , denota la función ”mayor entero menor o igual que x”. Entonces
∣∣∣∣∣N

D
[0,b] (E)−

√
E

π

∣∣∣∣∣ =
1
b

∣∣∣∣∣

[
b
√

E

π

]
− b

√
E

π

∣∣∣∣∣ ≤
1
b
,

aśı

lim
b→∞

ND
[0,b] (E) =

(
b

π

)√
E.

Para el caso X = N, el cálculo es análogo pero considerando el conjunto
de autovalores

λn =

(
n + 1

2

)2
π2

b2
,

y se obtiene el mismo resultado.
En el caso del laplaciano continuo unidimensional, la densidad integrada

de estados NX , es independiente de la condición de frontera X. Para re-
sultados recientes mas generales sobre la independencia de la condición de
frontera para la densidad integrada de estados [Nakumara, 2001]. En general
se garantiza la existencia de NX , para los operadores eĺıpticos de segundo
orden con un potencial localmente acotado a través de la Estimación de
Weyl de la distribución asintótica de los autovalores

NX
Λ (E) ≤ ωdE

d/2

(2π)d/2
,

donde ωd denota el volumen de la bola unitaria de dimensión d. Asi

lim
Λ→Rd

sup NX
Λ (E) ,

siempre existe [Combes y Hislop, 1997].VIII
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El caso del laplaciano discreto con condiciones X = D

El problema de autovalores para el laplaciano discreto se plantea como:

HD
Λ = ∆du := u (n + 1) + u (n− 1) = λu (n) ,

con
Λ = [0, j] , d = 1 y X = N : u (0) = u (j) = 0.

Sabemos que las soluciones en general son de la forma: u (n) = Aeinτ +
Be−inτ , si reemplazamos dicha solución general en ∆d, obtenemos ∆du (n) =
(2 cos τ) u (n) , de esta manera

λ = 2 cos τ,

ahora las condiciones de Dirichlet X = D: u (0) = 0 ⇒ A = −B y u (j) =
0 ⇒ sin jτ = 0 i.e. τ = kπ

j . Aśı los autovalores vienen dados por

λk = 2 cos
kπ

j
con k ∈ Z.

Definamos ahora

ND
[0,j] (E) :=

1
j + 1

#
{

0 ≤ k ≤ j: 2 cos
kπ

j
≤ E

}
, (1)

y la densidad integrada de estados

ND := lim
j→∞ND

[0,j] (E) . (2)

Para calcular ND, consideremos primero el caso cuando −2 ≤ E ≤ 2. Con-
sideremos la función arccos :[−1, 1] → [0, π] definida como arccos (cos θ) =
θ ∈ [0, π] y la cual es decreciente en [−1, 1]. Aśı

ND
[0,j] (E) :=

1
j + 1

#
{
0 ≤ k ≤ j: k ≥ j

π
arccos (E/2)

}
.

Si definimos ahora la función

〈x〉 := bxc − 1,

donde bxc , denota la función ”mayor entero menor estrictamente que x” . IX
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Asi (1), se convierte en

ND
[0,j] (E) =

1
j + 1

×
{
j −

〈(
j

π

)
arccos

(
E

2

)〉}
.

Ahora
∣∣∣∣ND

[0,j] (E)−
(

1−
(

1
π

)
arccos

(
E

2

))∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

1
j + 1

×
{

j −
〈(

j

π

)
arccos

(
E

2

)〉}
−

(
1−

(
1
π

)
arccos

(
E

2

))∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

1
j + 1

× j −
〈(

j

π

)
arccos

(
E

2

)〉
− (j + 1) +

(
j + 1

π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣

=
1

j + 1
×

∣∣∣∣j −
〈(

j

π

)
arccos

(
E

2

)〉
− j − 1 +

(
j + 1

π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣

=
1

j + 1
×

∣∣∣∣−
〈(

j

π

)
arccos

(
E

2

)〉
+

(
j + 1

π

)
arccos

(
E

2

)
− 1

∣∣∣∣

=
1

j + 1
×

∣∣∣∣−
(〈(

j

π

)
arccos

(
E

2

)〉
+ 1

)
+

(
j + 1

π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣

≤ 1
j + 1

×
(∣∣∣∣−

⌊(
j

π

)
arccos

(
E

2

)⌋
+

(
j

π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
(

1
π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣
)

<
1

j + 1
×

(
1 +

∣∣∣∣
(

1
π

)
arccos

(
E

2

)∣∣∣∣
)

→
j→∞

0, i .e. por (2)

ND = 1−
( 1

π

)
arccos

(
E

2

)
.

Cuando E > 2, de acuerdo a (1), hay j +1 enteros tales cos(kπ/j) ≤ 1 <
E/2, entonces ND = (1/j + 1)× (j + 1) = 1.

Cuando E < −2, de acuerdo a (1), buscamos el números de enteros k,
tales 0 ≤ k ≤ j y cos(kπ/j) < E/2 < −1, pero evidentemente no existe
ninguno, aśı ND = (1/j + 1)× 0 = 0.

Resumiendo, hemos obtenido la siguiente expresión para ND, para E en
toda la recta,

ND =





0 si E < −2,

1−
(

1
π

)
arccos

(
E
2

)
si −2 ≤ E ≤ 2,

1 si E > 2.X
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Nota: un resultado sorprendente de la gráfica de ND, es su continuidad
(figura 1). En realidad, existe un resultado fundamental que asegura que la
densidad integrada de estados es continua para cualquier matriz estocástica
en el caso unidimensional [Pastur, 1983]. La continuidad en las esquinas de
la banda espectral: E = −2 y E = 2 se sigue del llamado desarrollo o colas
de Lifshitz [Kirsch, 1988].
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