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resumen

En la segunda mitad de este siglo las matemáticas sufrieron un
cambio radical. El estudio de los fenómenos no lineales permitió el
surgimiento de nuevas disciplinas, las cuáles vinieron acompañadas
de una palabra: caos.

Los sistemas que evolucionan con el tiempo reciben el nombre
de sistemas dinámicos. Una clase particular de estos sistemas son
los sistemas hamiltonianos, que son de gran importancia para las
ciencias f́ısicas. La geometŕıa de estos sistemas está ı́ntimamente
relacionada con el comportamiento de los mismos. (Alligood et al,
1997; Carretero et al, 1994; Núñez et al, 1990)

El objetivo fundamental del presente trabajo es relacionar un
aspecto geométrico espećıfico, la curvatura gaussiana, con los as-
pectos cualitativos de los sistemas hamiltonianos con 1 ó 2 grados
de libertad.

El trabajo está dividido en tres partes. En el apartado I se pre-
sentan los conceptos elementales de f́ısica, geometŕıa diferencial y
sistemas dinámicos que se usarán a lo largo de todo el trabajo. En
los apartados II y III se desarrollan los principales resultados que
relacionan la curvatura gaussiana y los sistemas hamiltonianos de
1 y 2 grados de libertad. Finalmente, en el apartado IV se discuten
los resultados desarrollados en los apartados II y III.
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D. A. SOLÍS GAMBOA

I. Preliminares

En este apartado se presentan definiciones y resultados referentes a la curva-
tura gaussiana y a los sistemas hamiltonianos en general. También se analiza
una clase particular de hamiltonianos que tienen una gran importancia en
la f́ısica. Para finalizar este apartado, se analizan algunos conceptos básicos
en la teoŕıa general de los sistemas dinámicos.

La curvatura gaussiana

El concepto de curvatura es el fundamento de la geometŕıa diferencial
clásica. La mayor parte de las caracteŕısticas geométricas de curvas y su-
perficies se puede expresar en términos de curvaturas.

Consideremos ahora el caso más sencillo, el de una curva C en R2. Sea
P ∈ C y θ el ángulo de inclinación de la recta tangente a C en P . La
curvatura k de C en P se define como la razón de cambio de θ por unidad
de longitud de arco s. Es decir:

k =
dθ

ds
. (1)

Si la curva C es la gráfica de una función suave y = f(x), la fórmula de
curvatura viene dada por

k =

d2y

dx2


1 +

(
dy

dx

)2



3/2
. (2)

De esta ecuación es claro que k es positiva cuando P está sobre un arco
cóncavo hacia arriba y negativa cuando está en un arco cóncavo hacia abajo.
(Do Carmo, 1976; Guggenheimer, 1977)

Tratemos ahora el caso de una superficie suave S en R3. Una superficie
suave es aquélla en la cual se puede construir el plano tangente a S en P
(denotado por TP S) para cada P ∈ S. El plano tangente en este caso es un
espacio vectorial de dimensión dos; por tanto TP S es un espacio generado
por dos vectores tangentes a S en P .

Sea r: [−a, a] → R3 una curva en S tal que r(0) = P . Observemos que
r′(0) es un vector tangente a S en P . De hecho, si r1 y r2 son curvas en S con
r1(0) = P = r2(0), la relación ∼ dada por r1 ∼ r2, si y sólo si el conjunto
{r1

′(0), r2
′(0)} es linealmente dependiente, es una relación de equivalencia.
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CURVATURA GAUSSIANA EN TRANSICIONES ORDEN-CAOS

Para poder definir la curvatura gaussiana de una superficie S, es necesario
introducir los conceptos de curvatura normal y curvaturas principales.

Definición 1. Sean C una curva suave en S que pasa por P ∈ S y k la
curvatura de C en P . La curvatura normal de C en P se define por

kn(C) = knP ·NP , (3)

donde nP es el vector normal a C en P y NP el vector normal a S en P .

A continuación citaremos un importante resultado que nos permite calcu-
lar las curvaturas normales en P de todas las curvas en S que pasan por P .

Teorema 1 (Meusnier). Todas las curvas en S que pasan por P ∈ S y
tienen el mismo vector tangente en P tienen las mismas curvaturas nor-
males.

Sea v ∈ TP S, notemos que la intersección de S y el plano 〈v,NP 〉 es una
curva suave en S que tiene a v como vector tangente en P .

Definición 2. Las curvas de la forma 〈v,NP 〉 ∩ S con v ∈ TP S reciben el
nombre de secciones normales de S en P .

El teorema de Meusnier establece que si r tiene a v como vector tangente
en P , entonces kn (〈v,NP 〉 ∩ S) es (precisamente) la curvatura normal de
r en P . (Do Carmo, 1976)

Definición 3. Las curvaturas principales k1 y k2 de S en P se definen como

k1 = máx{kn (〈v,NP 〉 ∩ S) :v ∈ TP S}
k2 = mı́n{kn (〈v,NP 〉 ∩ S) :v ∈ TP S}.

(4)

Definición 4. La curvatura gaussiana K de S en P se define como el
producto de las curvaturas principales de S en P .

La curvatura gaussiana de una superficie refleja caracteŕısticas geomé-
tricas importantes de la misma. Mas aún, la curvatura gaussiana permite
clasificar los puntos regulares de una superficie.

Definición 5. Un punto P ∈ S se dice eĺıptico, hiperbólico o parabólico
si K(P ) es positiva, negativa o cero, respectivamente. (Do Carmo, 1976;
Guggenheimer, 1977)
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D. A. SOLÍS GAMBOA

Para finalizar, recordaremos que la fórmula de la curvatura gaussiana
para una superficie definida por una función suave z = U(x, y) es

K(U) =
UxxUyy − (Uxy)

2

[
1 + (Uxx)2 + (Uyy)2

]2 . (5)

Sistemas hamiltonianos

Definición 6. Un sistema hamiltoniano con n grados de libertad es un
sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

ẋi =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H

∂xi

; (6)

i = 1, . . . , n donde H es una función C2
(
R2n

)
. La variables x = (x1, . . . , xn)

y p = (p1, . . . , pn) reciben el nombre de coordenadas y momentos, respec-
tivamente. La función H se llama hamiltoniano del sistema.

La principal caracteŕıstica de los sistemas hamiltonianos es que las solu-
ciones del sistema yacen en las curvas de nivel de la función hamiltoniana,
es decir, H es una primera integral o constante de movimiento del sistema.

En efecto, consideremos

dH

dt
=

n∑

i=1

∂H

∂xi

dxi

dt
+

∂H

pi

dpi

dt
=

n∑

i=1

∂H

∂xi

∂H

∂pi

− ∂H

∂pi

∂H

∂xi

= 0; (7)

por tanto H(x,p) = c es unión de soluciones del sistema. (Arrowsmith y
Place, 1992)

Algo de f́ısica

Uno de los conceptos fundamentales de la f́ısica es el llamado Principio
de la conservación de la enerǵıa. Este conocido principio establece que en
cualquier sistema la enerǵıa permanece constante.

Consideremos un cuerpo de masa constante m que se mueve con una
velocidad v. Recordemos que el momento lineal de una part́ıcula viene
dado por p = mv. Aplicando el principio de conservación de la enerǵıa,
obtenemos

E = Ec + Ep, (8)

donde E es la enerǵıa total de la part́ıcula, Ec su enerǵıa cinética y Ep su
enerǵıa potencial.
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La enerǵıa potencial Ep es una función de la posición U(x) tal que

F = −∇U, (9)

donde F es la fuerza ejercida sobre la part́ıcula. Por otro lado, la enerǵıa
cinética viene dada por

Ec =
m|v|2

2
=
|p|2
2m

. (10)

De la definición de momento lineal y de la segunda ley de Newton dedu-
cimos que ṗ = mv̇ = mẍ = F, por tanto

−∂E

∂xi

= −∂Ep

∂xi

= Fi = ṗi. (11)

Además notemos que

∂E

∂pi

=
∂Ec

∂pi

=
pi

m
= vi = ẋi. (12)

Finalmente, de (11) y (12) se deduce que E es un hamiltoniano para el
sistema en cuestión.

Flujos

La mayoŕıa de los sistemas dinámicos está expresada como sistemas de
ecuaciones diferenciales o en diferencias. En el caso de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales, podemos definir un operador (llamado flujo o evolución)
que representa el conjunto de soluciones del sistema.

Definición 7. El flujo Ft(v) es un mapeo que a cada pareja ordenada (v, t)
le asigna el valor de la órbita con condiciones iniciales v en el tiempo t.

Observemos que para T fijo FT (v) es un mapeo que a cada vector de
condiciones iniciales v le asigna el estado de la órbita que inicia en v
en el tiempo T . A este mapeo se lo conoce como el T -mapeo asociado
al flujo Ft(v).

Es interesante notar que el 1-mapeo asociado a un flujo es una discre-
tización de la evolución del sistema, ya que iterando este mapeo podemos
conocer el estado del sistema en cualquier tiempo T ∈ N. (Alligood et al,
1997; Hale y Koa̧k, 1991)
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Órbitas caóticas

Una de las caracteŕısticas de los sistemas caóticos es la dependencia sensible
de condiciones iniciales. Esto significa que dadas dos condiciones iniciales
muy próximas v1 y v2 y N > 0 existe un tiempo T finito para el cual

d (Ft(v1),Ft(v2)) > N, (13)

∀t ≥ T . De hecho, para v1, v2 suficientemente cercanos, se tiene que

d (Ft(v1),Ft(v2)) = d (F0(v1),F0(v2)) eλt, (14)

donde λ es un parámetro (denominado exponente de Liapunov) que de-
termina la tasa de divergencia de trayectorias cercanas. (Akhiezer et al,
1991)

Para definir el concepto de exponente de Liapunov, consideremos f :Rm →
Rm y S una esfera de radio pequeño centrada en v0 ∈ Rm. Después de n
iteraciones de f la esfera S habrá evolucionado en un objeto elipsoidal. La
tasa por iteración del crecimiento de S en las direcciones de sus m ejes
ortogonales son los m números de Liapunov asociados al mapeo f .

Definición 8. Sean f :Rm → Rm un mapeo suave, U la esfera unitaria
centrada en v0, Jn = Dfn(v0) y para k = 1, . . . ,m sean rn

k las longitudes
del k-ésimo eje ortogonal del elipsoide JnU (ordenados de mayor a menor).
Aśı rn

k mide la contracción o expansión de puntos cercanos a v0 en las
primeras n iteraciones. El k-ésimo número de Liapunov de f en v0 está
dado por

Lk = lim
n→∞ (rn

k)
1/n (15)

en caso que el ĺımite exista. El k-ésimo exponente de Liapunov se define
como

hk = ln Lk. (16)

En el caso de flujos definimos los números (exponentes) de Liapunov
como los números (exponentes) de Liapunov del 1-mapeo asociado al flujo.

Notemos que, si alguno de los ejes de la elipse se expande, un punto v1
cercano a v0 se separará de v0 en la dirección de dicho eje. Aśı, órbitas
inicialmente cercanas se separan a medida que transcurre el tiempo, es
decir, habrá dependencia sensible de condiciones iniciales.

Lo anterior sólo sucede si alguno de los números de Liapunov es mayor
que 1 o, de manera equivalente, si algún exponente de Liapunov es positivo.
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CURVATURA GAUSSIANA EN TRANSICIONES ORDEN-CAOS

Como hab́ıamos citado anteriormente, la dependencia sensible de condi-
ciones iniciales es una caracteŕıstica de las órbitas caóticas. La definición
formal establece otras dos condiciones:

Definición 9. Sea Ft(v0) una solución del sistema v̇ = f(v) con v0 ∈
Rn. Decimos que la órbita Ft(v0) es caótica si se cumplen las siguientes
condiciones:

1 ) Ft(v0) no está acotada.
2 ) Ft(v0) tiene al menos un exponente de Liapunov positivo.
3 ) ω(v0) es no periódico y existe v ∈ ω(v0) tal que v no es un punto de

equilibrio y no se encuentra en un arco de conexión.1 (Alligood et al,
1997)

II. El criterio de curvatura

El primer caso que analizaremos es el de un sistema hamiltoniano de la
forma (8) con dos grados de libertad:

H(x, y, px, py) =
1

2m
(px

2 + py
2) + U(x, y). (17)

En este caso existe una estrecha relación entre la aparición de caos y la
curvatura gaussiana de la superficie potencial U(x, y).

Para poder determinar la existencia de órbitas caóticas es necesario calcu-
lar los exponentes de Liapunov del sistema. Esto en general no se puede
hacer de manera inmediata, ya que para un sistema de ecuaciones diferen-
ciales

v̇ = f(v), (18)
la derivada con respecto a v del 1-mapeo asociado al flujo usualmente no
se conoce. Una alternativa para el cálculo de los exponentes de Liapunov
surge de la llamada ecuación variacional, que a continuación deduciremos.
(Akhiezer et al, 1991; Alligood et al, 1997)

A pesar de que no existe una fórmula expĺıcita para la matriz DFT (v),
podemos encontrar una ecuación diferencial que la involucra y que puede
resolverse simultáneamente con (18).

Como {Ft(v): t ∈ R} es solución de (18) con condición inicial v, tenemos:

d

dt
Ft(v) = f (Ft(v)) ; (19)

1z ∈ ω(v0) si existe una sucesión creciente no acotada {tn} tal que limn→∞ Ftn
(v0) = z. Un arco de

conexión es una solución no constante, tal que sus conjuntos ĺımite sólo contienen equilibrios del sistema.
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D. A. SOLÍS GAMBOA

diferenciando con respecto a v y usando la regla de la cadena, se tiene:

d

dt
DFt(v) = Df (Ft(v)) ·DFt(v); (20)

haciendo Jt = DFt(v), A(t) = Df (Ft(v)), deducimos la ecuación variacio-
nal:

J̇t = A(t)Jt. (21)
Para poder determinar Jt necesitamos añadir la condición inicial J0 =

I. Esto es consecuencia de que F0(v) = v. (Obsérvese que la ecuación
variacional es una ecuación diferencial lineal no autónoma, pues la matriz
A depende del tiempo). (Akhiezer et al, 1991; Alligood et al, 1997)

Los eigenvalores de A(t) son usualmente funciones del tiempo. Sustitu-
yendo x(t), p(t) por x, p, obtenemos funciones autónomas. Estas funciones
evaluadas en las condiciones iniciales son los exponentes de Liapunov del
sistema. (Akhiezer et al, 1991)

Para un sistema con función hamiltoniana (17), tenemos

A(t) =




Hxpx
Hypx

Hpxpx
Hpypx

Hxpy
Hypy

Hpxpy
Hpypy

−Hxx −Hyx −Hpxx −Hpyx

−Hxy −Hyy −Hpxy −Hpyy




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x(t),p(t)

=




0 0 1
m 0

0 0 0 1
m

−Uxx −Uyx 0 0

−Uxy −Uyy 0 0




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x(t),p(t)

.

(22)

Por lo tanto, los exponentes de Liapunov son las soluciones de la ecuación
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 1
m 0

0 −λ 0 1
m

−Uxx −Uyx −λ 0

−Uxy −Uyy 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (23)L
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Al resolver la ecuación (23), se obtienen los siguientes valores de λ:

λ1,2,3,4 = ±
( 1

2m

(
−β ±

√
β2 − 4α

))1/2

,

donde β = ∆U = Uxx + Uyy y α = UxxUyy − (Uxy)
2.

En este punto es conveniente hacer dos observaciones:

1 ) Los signos de α y K(U) coinciden.
2 ) Si β ≥ 0 y α > 0, entonces todos los λi son imaginarios.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de estas dos observa-
ciones:

Teorema 2 (Criterio de curvatura). Sea v̇ = f(v) un sistema de ecua-
ciones diferenciales con hamiltoniano de la forma (17). Si la función poten-
cial U(x, y) satisface ∆U ≥ 0 y K(U) > 0 en todo R2, entonces el sistema
no tiene órbitas caóticas. (Akhiezer et al, 1991)

El criterio de curvatura no sólo es útil para establecer la estabilidad de
un sistema. Su uso permite determinar el rango de enerǵıa que puede tener
una órbita estable. (Akhiezer et al, 1991; Núñez et al, 1990; Toda, 1974)

Ejemplo

Consideremos el potencial de Henon–Heiles2

U(x, y) = 1
2(x2 + y2) + x2y − 1

3y3. (24)

Observemos que en este caso

∆U = 2,

UxxUyy − (Uxy)
2 = 1− 4y2 − 4x2.

(25)

Dado que ∆U > 0 ∀(x, y) ∈ R2, órbitas estables sólo pueden existir en
regiones de curvatura gaussiana positiva. Claramente, la única región de
curvatura positiva es la imagen bajo U del interior del disco de radio 1/2
centrado en el origen.

2Este potencial es una aproximación de tercer orden al potencial electrostático generado por tres cargas

iguales situadas en los vértices de un triángulo equilátero.

M



D. A. SOLÍS GAMBOA

Un cálculo directo muestra que en esta región U alcanza su mı́nimo en
(0, 0) y su máximo en (±√3/4, 1/4). Luego en esta región se tiene 0 ≤ U ≤
1/6. Por tanto, si una órbita tiene una enerǵıa potencial mayor a 1/6, tiene
que estar en una región de curvatura negativa y presentar inestabilidad.
(Akhiezer et al, 1991; Marsden y Tromba, 1991)

III. Un resultado para hamiltonianos
con un grado de libertad

En este apartado trataremos la estabilidad local de un sistema hamiltoniano
con un grado de libertad y su relación con la curvatura gaussiana de su
función hamiltoniana.

Para poder avanzar en este sentido, recurriremos a uno de los principales
resultados en el estudio de los sistemas dinámicos, el llamado Teorema de
linealización.

Definición 10. Sean v̇ = f(v) un sistema de ecuaciones diferenciales con
v ∈ Rn, f = (f1, . . . , fn) y v0 un equilibrio del sistema. La linealización de
v̇ = f(v) en v0 es el sistema v̇ = Av, donde A = (aij) es la matriz dada
por aij = ∂fi/∂xj |v0

.

Definición 11. Un equilibrio v0 del sistema v̇ = f(v) se dice hiperbólico
si los eigenvalores de la matriz de linealización tienen parte real no nula.

Teorema 3 (Grobman–Hartan). Sea v0 un equilibrio hiperbólico del
sistema v̇ = f(v). Entonces, en una vecindad de v0, el sistema original y
su linealización son cualitativamente equivalentes.

Cabe señalar que dos sistemas son cualitativamente equivalentes alrede-
dor de un equilibrio si las estructuras de sus respectivas órbitas son iguales.
Es decir, en una vecindad de dicho punto los dos sistemas presentan la
misma cantidad de órbitas con la misma orientación y el mismo tipo de
estabilidad.

El teorema de la linealización afirma pues, que el comportamiento del
sistema original se puede deducir a partir de una aproximación lineal si nos
hallamos suficientemente cerca de un equilibrio hiperbólico. (Arrowsmith y
Place, 1992; Lanczos, 1970)

Definición 12. Diremos que un equilibrio v0 del sistema v̇ = f(v) es simple
si el determinante de la matriz de linealización es no nulo. En consecuencia,
la matriz de linealización en un equilibrio simple no tiene eigenvalores nulos.
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Con estos recursos ya estamos en condiciones de probar el siguiente re-
sultado:

Teorema. Sea (x0, p0) un equilibrio simple del sistema

ẋ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x
, (26)

entonces (x0, p0) es un punto silla si y sólo si K (H(x0, p0)) < 0.
Demostración: Consideremos la linealización del sistema (26) en (x0, p0).
La matriz de linealización

A =




Hxy Hyy

−Hxx −Hyx




∣∣∣∣∣∣
(x0,p0)

(27)

tiene eigenvalores

λ1,2 = ±
√
−

(
HxxHyy − (Hxy)2

)
(28)

Por otro lado, HxxHyy − (Hxy)
2 = det A 6= 0, ya que (x0, p0) es un equi-

librio simple. Además, las únicas opciones para los eigenvalores es que sean
imaginarios puros conjugados o reales con distinto signo. Nótese que en
el primer caso se tiene un centro3, y un punto silla en el segundo. Como
la presencia de un centro en la linealización no puede implicar un punto
silla en el sistema original, deducimos que (x0, p0) es un punto silla si
y sólo si los eigenvalores son reales. Esto, a su vez, sucede si y sólo si
HxxHyy − (Hxy)

2 < 0.

IV. Conclusiones finales

Hemos visto que existe una estrecha relación entre la curvatura gaussiana
negativa y la inestabilidad y el caos en los sistemas hamiltonianos con uno
o dos grados de libertad.

El criterio de curvatura nos brinda una condición suficiente para la es-
tabilidad global en sistemas hamiltonianos espećıficos. El teorema demos-
trado en el apartado III unifica los conceptos de hiperbolicidad en sistemas
dinámicos y geometŕıa diferencial para los hamiltonianos con un grado de
libertad.

3Un centro es un equilibrio alrededor del cual todas las órbitas son periódicas y concéntricas.
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Dado que existen sistemas hamiltonianos que no se pueden expresar de
la forma (17), el siguiente paso es caracterizar a los hamiltonianos para los
cuales existe una función U(x) tal que la matriz A(t) tiene la forma (22). En
este sentido, la cuestión inmediata es determinar si tales sistemas pueden
expresarse de la forma (17) mediante una transformación simpléctica.4

La generalización de estos teoremas a sistemas hamiltonianos con grados
de libertad arbitrarios se complica debido a que, en general, las fórmulas
expĺıcitas para curvaturas de superficies generales son muy complicadas.
Una alternativa interesante consiste en relacionar la curvatura gaussiana
con el determinante de la matriz A(t), ya que para superficies generales
la curvatura gaussiana de S se define como el determinante de la matriz
asociada a la segunda forma fundamental de S.
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