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Introducción

En este art́ıculo se presentan argumentos de tipo mecánico para probar re-
sultados geométricos. Se utilizan conceptos de f́ısica tales como velocidad;
composición, resultantes y equilibrio de fuerzas; enerǵıa potencial; centro
de gravedad; y momento de fuerza. Los ejemplos presentados pueden ser
usados para dar a los alumnos de los cursos de f́ısica oportunidad de apli-
car estos conceptos mecánicos en un campo distinto, y a los alumnos de
matemáticas la oportunidad de ver maneras alternativas y altamente intui-
tivas de demostrar resultados en geometŕıa. Además, para este art́ıculo se
utilizó un programa de cómputo de geometŕıa dinámica (Jackiw, 1995) y
su complemento para la red mundial (Jackiw, 1998) para elaborar figuras
interactivas que se pueden encontrar en el sitio correspondiente de la red
(Flores, 2000).

Un argumento de velocidad

Sea ABC un triángulo cualquiera, y el punto D escogido arbitrariamente
(véase la figura 1). Los puntos D1, D2 y D3 se construyen de la siguiente
manera: D1 es la reflexión de D sobre B, D2 es la reflexión de D1 sobre A,
D3 es la reflexión de D2 sobre C. ¿Qué se puede decir del punto medio de
D y D3? (Balacheff, 1998).

El lector puede trazar un triángulo, y luego varias figuras, escogiendo D
en diferentes posiciones, y observar que la posición del punto medio M no
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FIGURA 1. El punto medio M .

depende de la posición inicial del punto D (o ver la figura interactiva 1). Una
forma de convencernos es la siguiente. Si el punto D se mueve con velocidad
v, el punto D1 se moverá con una velocidad de igual magnitud pero sentido
opuesto −v, ya que el segmento BD es siempre igual al segmento BD1,
pero los segmentos cambian en direcciones opuestas. Al mismo tiempo, D2
se mueve de manera contraria con respecto a D1, por lo que la velocidad
de D2 es también v. Al mismo tiempo, D3 se mueve con velocidad de igual
magnitud pero sentido opuesto a la de D2, o sea −v. Si D se mueve de cierto
modo, D3 se mueve exactamente al contrario (véase la figura 2 ó, bien, la
figura interactiva 2). Por tanto, la velocidad del punto medio M , que es
el promedio de las velocidades de D y D3, (−v + v)/2, es siempre cero; es
decir, el punto M no se mueve, lo cual significa que es independiente de la
posición inicial de D. Para ver más ejemplos de cómo un resultado de una
figura geométrica se puede obtener de considerar la velocidad de los puntos
extremos de segmentos en figuras que cambian, utilizando un programa de
geometŕıa dinámica, véase Flores (1998).

Aplicación de la composición de fuerzas

Kogan (1974) utiliza argumentos basados en la composición de 2 fuerzas a
lo largo de los lados de un triángulo para demostrar que ciertas rectas se
intersectan en un solo punto. El método se basa en el hecho básico de que si
tres fuerzas están en equilibrio, entonces las ĺıneas de acción de estas fuerzas
se intersectan en un solo punto. Veamos cómo se utiliza el método para el
caso de las bisectrices de los ángulos de un triángulo. Consideremos seis
fuerzas de igual magnitud F1, F2, . . . , F6 actuando a lo largo de los lados
de un triángulo, como se muestra en la figura 3. Las fuerzas resultantes
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FIGURA 2. Velocidades opuestas.

R16, R23 y R45 están dirigidas a los largo de las bisectrices de los ángulos
interiores en A, B y C, ya que cada paralelogramo es un rombo y la diagonal
es la bisectriz del ángulo. Como las fuerzas Fi (0 < i ≤ 6) se cancelan
mutuamente por pares, están en equilibrio; y, por tanto, las resultantes
R16, R23 y R45 también están en equilibrio, por lo que las bisectrices de los
ángulos se intersectan en un solo punto.

FIGURA 3. Fuerzas en equilibrio.x
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La distancia ḿınima a los tres vértices de un triángulo

Se une un punto P en el interior de un triángulo con los vértices (figura 4 ó,
bien, figura interactiva 4). Se busca la posición de P de modo que la suma
de las distancias PA + PB + PC sea mı́nima.

FIGURA 4. Distancias de P a los vértices.

Una forma de resolver este problema es mediante un argumento mecánico
sugerido por de Finetti (1974). Se coloca el triángulo en posición horizontal.
Se perforan los vértices del triángulo y se hace pasar un hilo con pesas
iguales en cada uno (los hilos se mueven libremente por la perforación). Se
atan los hilos entre śı y se obtiene el punto móvil P (figura 5).

FIGURA 5. Masas iguales.

El sistema de pesas está en equilibrio cuando la enerǵıa potencial es
mı́nima. Sea hA la distancia desde A a la masa que cuelga de A, y hiA la
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distancia de esa masa al suelo. Define de la misma manera hB, hiB, hC y
hiC . La enerǵıa potencial está dada por mhiA + mhiB + mhiC . Ésta será
mı́nima si hiA + hiB + hiC es mı́nima. Esto significa que la suma de las
distancias de los vértices a las masas hA + hB + hC es máxima. Como la
longitud total de los hilos es constante, esto implica que AP +BP +CP es
un mı́nimo. Como las tres fuerzas actuando a lo largo de AP , BP y CP son
iguales, la resultante de dos de ellas está sobre la bisectriz del ángulo entre
ellas, y como la resultante equilibra a la tercera fuerza, la ĺınea de acción
de ésta es dicha bisectriz. Por tanto cada uno de los segmentos PA, PB y
PC está en la bisectriz angular de los dos otros segmentos. De aqúı se sigue
que cada par de segmentos forma un ángulo de 120◦ en P (figura 6). Pólya
(1954) utiliza el mismo tipo de argumento mecánico, pero con el triángulo
en posición vertical. Para ver otros resultados geométricos que se pueden
obtener a partir de considerar diferentes masas asignadas a elementos de
triángulos véase Flores Peñafiel (1998).

FIGURA 6. La suma de las distancias es mı́nima.

Suma de áreas triangulares en un rectángulo

Alrededor de un triángulo equilátero ABC se circunscribe un rectángulo en
cualquier dirección (figura 7 ó, bien, figura interactiva 7). En general, cada
lado de 4ABC corta un triángulo rectángulo del rectángulo. Demostrar
que la suma de las dos áreas de los triángulos más chicos es igual al área
del triángulo rectángulo más grande.

La siguiente solución fue encontrada por la señora Dijkstra cuando teńıa
más de ochenta años (Honsberger, 1985). Se gira el triángulo CPA 60 grados
alrededor de C de modo que CA coincida con CB. Se gira el triángulo
BQA 60 grados (en la dirección contraria) alrededor de B de modo que
AB coincida con CB (véanse las figuras 8a y 8b).
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FIGURA 7. Suma de áreas triangulares.

FIGURA 8a FIGURA 8b

Como los ángulos en P ′, Q′ y R son rectos, el ćırculo con diámetro CB
pasará por los tres puntos (figura 9a). El ángulo CRP ′ mide 120◦ (¿por
qué?) e igualmente el ángulo RBQ′ mide 120◦. Por tanto, los puntos R, P ′
y Q′ son los vértices de un triángulo equilátero (figura 9b).

Si suspendemos masas iguales en cada uno de los puntos R, P ′ y Q′, el
sistema tiene su centro de gravedad en el centro O del ćırculo. Como O
está en CB, el sistema está por tanto balanceado con respecto al diámetro
CB. Por lo tanto los momentos de fuerza alrededor de CB determinados
por las masas en P ′ y Q′ deben ser equilibrados por el momento de la masa
suspendida en R (figura 10a).

La suma de las alturas de los triángulos CP ′B y CQ′B es igual a la altura
del triángulo CRB (figura 10b). Por lo tanto, la suma de las áreas de los
dos triángulos chicos es igual al área del triángulo grande.

Dijkstra utiliza para el caso particular del triángulo equilátero un prin-
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FIGURA 9a FIGURA 9b

FIGURA 10a FIGURA 10b

cipio que podemos enunciar de la siguiente manera. Sea ABC un triángulo
arbitrario. Sea G el punto de intersección de las medianas. Sea l una ĺınea
arbitraria a través de G (figura 11 ó, bien, figura interactiva 11). Entonces
la suma de las dos distancias más cortas de los vértices a la ĺınea es igual
a la otra distancia. Para convencernos de esto, podemos usar el mismo ar-
gumento de Dijkstra. Imagina el triángulo ŕıgido pero sin masa en posición
horizontal. Coloca masas iguales en cada vértice. El centro de gravedad
del sistema es G; por lo tanto, el sistema se equilibra si se sostiene en G
o si se sostiene a lo largo de la ĺınea que pasa por G. Aśı, la suma de los
momentos de un lado de la ĺınea es igual al momento del otro lado, por lo
que md1 + md2 = md3. Por lo tanto, d1 + d2 = d3.
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FIGURA 11. Distancias a una ĺınea.

Conclusión

Los alumnos frecuentemente utilizan la matemática y en particular la geo-
metŕıa para resolver y demostrar problemas en f́ısica. Como se vio en este
art́ıculo, el servicio puede ser mutuo entre la f́ısica y las matemáticas. La
interacción entre la mecánica y la geometŕıa en los dos sentidos enriquecerá
sin duda el aprendizaje de los alumnos en las dos áreas.
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