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I. Introducción

La teoŕıa de números es una rama de las matemáticas que estudia las pro-
piedades de los enteros positivos 1, 2, 3, . . . o números naturales (Schroeder,
1990). Dichos números constituyeron el primer descubrimiento matemático
y el interés en ellos es tan antiguo como la misma civilización. Los retos
intelectuales de los problemas de la teoŕıa de números han atráıdo a ma-
temáticos notables desde el tiempo de Pitágoras (c. 540 a.c.) y el trabajo
realizado en la búsqueda de soluciones a dichos problemas ha resultado en la
creación de nuevas ramas de las matemáticas. El desarrollo de las computa-
doras y las comunicaciones digitales ha mostrado que la teoŕıa de números
es capaz de dar respuestas inesperadas a problemas de aplicación práctica
(Hardy y Wright, 1984). En esta serie de cuatro art́ıculos presentaremos
una introducción a las funciones multiplicativas, de relevancia en teoŕıa de
números y computación, haciendo énfasis en este último aspecto con el fin
de presentar las bases matemáticas a estudiantes de esta última disciplina.
Una de las aplicaciones de las funciones multiplicativas lo constituye el
diseño de esquemas criptográficos modernos de clave pública, a los cuales

g



J. RANGEL MONDRAGÓN

dedicaremos la última parte de este trabajo. Por otra parte, el uso de len-
guajes simbólicos ha estimulado la aplicación de técnicas computacionales a
problemas de teoŕıa de números; en este trabajo ilustraremos dichas técnicas
bajo el paradigma moderno de programación funcional mostrando la puesta
en práctica de los diferentes algoŕıtmos pertinentes a nuestro tema. Nues-
tro material presupone solamente un conocimiento básico de la notación
y nociones de teoŕıa de números, provenientes de un curso introductorio
de matemáticas discretas, aśı como nociones elementales de programación
funcional.

II. Funciones aritméticas

Funciones f(n) del entero positivo n que expresan alguna propiedad arit-
mética de n son llamadas funciones aritméticas (McCarthy, 1986).

Definición 1. Cualquier función f : Z+ → N del conjunto de los enteros
positivos al conjunto de números naturales se denomina función aritmética.

Ejemplo 1. Una función aritmética de gran interés es r(n), el número de
formas en las que n puede ser escrito como suma de los cuadrados de dos
enteros (Rademacher, 1964). Por ejemplo, existen cuatro formas de escribir
el número 1 como suma de dos cuadrados:

1 = 12 + 02 = (−1)2 + 02 = 02 + 12 = 02 + (−1)2,

es decir, r(1) = 4. La secuencia de valores de r empieza como 4, 4, 0, 4, 8,
0, etc. Todos los números en esta sucesión son múltiplos de 4, pues de una
expresión que utilice sólo enteros positivos siempre podemos obtener otras
tres utilizando los negativos correspondientes.

Si p es un divisor primo de n con p ≡ 3(mod 4) y si pk es la mayor potencia
de p que divide a n, Euler demostró que n es la suma de dos cuadrados si
y sólo si k es par para cada divisor primo p. Existe un número infinito de
tales n, siendo los primeros 3, 6, 7, 11, 12, 14, 15, 19, etc. (Hardy y Wright,
1984).

Ejemplo 2. Algunas funciones aritméticas son descritas dando dos valores
f(1) y f(2) y expresando f(n) para n > 2 en términos de f(n−1) y f(n−2).
Por ejemplo, los llamados números de Fibonacci se definen como:

f(1) = f(2) = 1 y f(n) = f(n− 1) + f(n− 2) para n > 2.

En este caso particular los valores f(n) se escriben simplemente como Fn.
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FUNCIONES MULTIPLICATIVAS. I. FUNCIONES ARITMÉTICAS

Los primeros términos son 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.
Estos números poseen muchas propiedades fascinantes. Por ejemplo,

F2n+1 = 1 + F2 + F4 + F6 + · · ·+ F2n

y la n-ésima potencia de la matriz

A =
(

1 1

1 0

)
es An =

(
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
para n > 1.

La relación (−1)n = Fn+1Fn−1 − F 2
n se obtiene de esta ecuación tomando

determinantes en ambos miembros (Graham et al., 1989; Knuth, 1981).
Los números de Fibonacci poseen también la propiedad de divisibilidad

siguiente:
n|m ⇒ Fn|Fm.

Por ejemplo, F8|F16 puesto que 8|16.
Antes de mostrar ejemplos para ilustrar nuestro tema, consideremos la

siguiente notación, que será utilizada extensamente:

F (n) =
∑

d|n
f(d).

Esta notación expresa la suma de la evaluación de una función aritmética f
sobre todos los divisores positivos del entero n. En śı misma esta notación
describe un funcional aritmético F (n), aunque, a primera vista, de aparien-
cia no muy natural. En nuestro contexto, esta sumatoria desempeñará un
papel análogo al del śımbolo curviĺıneo empleado en el cálculo integral y
cuya familiaridad ayuda a expresar de manera concisa y natural resultados
importantes. En general, la condición en la sumatoria la hace totalmente
diferente a una suma común sobre un rango secuencial. Notemos que, en el
caso de n primo, F (n) se reduce al valor 1 + n, pero es dif́ıcil encontrar ex-
presiones expĺıcitas para casos más generales. A continuación mostraremos
las propiedades asociadas con el uso de esta notación para definir funciones
espećıficas. La habilidad para entender y manipular este concepto encon-
trará aplicaciones importantes.

La familia de aquellas funciones que puedan expresarse siguiendo esta
notación, aplicada a alguna función aritmética f , formará parte impor-
tante de nuestro estudio y la denominaremos adenda, y sus elementos serán
adendum.

En todo nuestro trabajo nos limitaremos al dominio de los números en-
teros positivos, excepto cuando indiquemos expĺıcitamente lo contrario, y
nos referiremos sólo como números a elementos de este conjunto.
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Ejemplo 3. La función d(n), igual al número de divisores positivos de
n, y la función σ(n), igual a la suma de éstos, son ejemplos de adenda
prominentes. Esto proviene de las identidades:

d(n) =
∑

d|n
1, σ(n) =

∑

d|n
d.

FIGURA 1. Comportamiento del adendum d.

Los primeros valores de d son 1, 2, 2, 3, 2, 4, 2, 4, 3, 4, 2, 6, 2, 4, 4, 5, 2,
6 (figura 1) y los de σ son 1, 3, 4, 7, 6, 12, 8, 15, 13, 18, 12, 28, 14, 24, 24,
31, 18, 39 (figura 2).

FIGURA 2. Comportamiento del adendum σ.

De las figuras 1 y 2 notamos que su comportamiento es irregular, pues los
valores sucesivos difieren apreciablemente. Este comportamiento es t́ıpico
de la familia de funciones aritméticas.
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III. Funciones multiplicativas

Una subfamilia de las funciones aritméticas la forman las llamadas funcio-
nes multiplicativas (Apostol, 1971) definidas a continuación. Denotaremos
al máximo común divisor de n y m como (n,m).

Definición 2. Si f es una función aritmética no nula tal que la siguiente
propiedad se cumple:

(n,m) = 1 ⇒ f(nm) = f(n)f(m),

entonces se dirá que f es multiplicativa. La familia de tales funciones se
denotará por M .

Notemos la unidireccionalidad de la definición anterior: para la función
multiplicativa f(n) = 1, la condición f(nm) = f(n)f(m) ⇒ (n,m) = 1
es falsa. Aquellos adenda en M serán de gran interés para nosotros. Dos
de sus miembros fueron mostrados en el ejemplo 3. Un ejemplo adicional
importante es el siguiente:

Ejemplo 4. Consideremos la función de Euler ϕ(n), que calcula el número
de enteros positivos que son primos relativos a n, ϕ(n) =

∑
(d,n)=1 1. Sus

primeros valores son: 1, 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6 (figura 3).

FIGURA 3. Comportamiento del adendum ϕ.

Ejemplo 5. Una de las más importantes funciones aritméticas es la función
p(n), que cuenta el número de formas en las que n puede ser escrito como
la suma de números naturales que no excedan n. Por ejemplo, p(5) = 7,
puesto que existen 7 particiones del 5 dadas por:

5 = 4+1 = 3+2 = 3+1+1 = 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+1+1.
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En este conteo, el número de sumandos es libre, se permite la repetición y
el orden de los sumandos es importante.

Euler demostró que el rećıproco del producto infinito

ϕ(x) =
∞∏

m=1

(1− xm)

es una función generadora para p(n) (véase Graham et al., 1989):

1
ϕ(x)

=
∞∑

n=0

p(n)xn,

donde p(0) = 1. Euler demostró también que

ϕ(x) = 1− x− x2 + x5 + x7 − x12 − x15 + · · · ,
donde los exponentes 1, 2, 5, 7, 12, 15 . . . son los llamados números pen-
tagonales, los cuales pueden derivarse de las expresiones (3k2 − k)/2 y
(3k2 + k)/2, tomando k = 1, 2, 3, etc.

Multiplicando la serie de potencias de ϕ(x) por aquélla de su rećıproco,
Euler obtuvo la siguiente fórmula recursiva para el cálculo de p(n):

p(n) = p(n− 1) + p(n− 2)− p(n− 5)− p(n− 7) + · · · ,
donde p(k) = 0 si k < 0.

Ejemplo 6. Sea S(n) la suma de todos los números menores que n y primos
relativos a él. Entonces:

S(n) =
∑

1≤i≤n
(i,n)=1

i =
nϕ(n)

2
/∈ M.

Esta función es estrictamente creciente y sus primeros valores son: 1, 1, 3,
4, 10, 6, 21, 16, 27, 20, 55 (figura 4). Éste es nuestro primer ejemplo de
una función aritmética que no es multiplicativa, pues S(6) 6= S(2)S(3). Su
tendencia cuadrática proviene del hecho de que S(n) = n(n − 1)/2 para
valores primos de n.
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FIGURA 4. Comportamiento del adendum no multiplicativo S(n).

IV. Propiedades básicas

Justifiquemos la importancia de ϕ demostrando su clasificación (Hardy y
Wright, 1984).

Teorema 1. ϕ ∈ M .

Demostración: Sea P (n) = {i ∈ Z+|(i, n) = 1}, sea n = ab, con (a, b) = 1
y supongamos que x ∈ Un. Entonces (x, a) = (x, b) = 1 y (x mod a, a) =
(x mod b, b) = 1 (debido al resultado: u ≡ v mod w ⇒ (u,w) = (v, w)).
Entonces la función f : Un → Ua × Ub dada por f(x) = (x mod a, x mod b)
está bien definida. Afirmamos que es biyectiva. Por el principio del palomar,
es suficiente probar que es suprayectiva. Supongamos que tenemos un par
(i, j) ∈ Ua × Ub. Por el Teorema chino del residuo (Hardy y Wright, 1984)
podemos encontrar una única x, tal que x ≡ i mod a y x ≡ j mod b, puesto
que (a, b) = 1. Como (a, b) = 1, podemos utilizar el algoritmo de Euclides
y podemos encontrar dos números α y β, tales que aα + bβ = 1. Entonces
x = aαj+bβi mod n. Esta correspondencia nos permite concluir que |Un| =|Ua||Ub|, es decir, ϕ(a, b) = ϕ(a)ϕ(b).

Para ilustrar el teorema anterior supongamos que a = 14 y b = 15, es de-
cir, n = 210. Consideremos x = 173. De acuerdo a la construcción anterior,
f(173) = (173mod 14, 173mod 15) = (5, 8). Inversamente, consideremos el
par (i, j) = (11, 13). Por el algoritmo de Euclides 14(−1) + 15(1) = 1,
es decir, x = 14(−1)13 + 15(1)11mod 210 = 193. La tabla 1 muestra la
distribución de los 48 primos relativos a 210 de acuerdo a sus parejas (i, j).

Es sencillo demostrar que si f ∈ M , entonces necesariamente f(1) = 1.
Más generalmente, utilizando inducción matemática es posible demostrar
que, para cualquier conjunto de números n1, n2, . . . , nr primos relativos por

m
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TABLA 1.

1 3 5 9 11 13
1 1 31 61 121 151 209
2 197 17 47 107 137 13
4 169 199 19 79 109 41
7 127 157 187 37 67 83
8 113 143 173 23 53 97

11 71 101 131 191 11 139
13 43 73 103 163 193 167
14 29 59 89 149 179 181

pares, la siguiente propiedad se cumple:

f(n1n2 · · ·nr) = f(n1)f(n2) · · · f(nr).

En particular, eligiendo n1, n2, . . . , nr potencias de primos distintos, con-
clúımos que, descomponiendo a n en su factorización canónica, el valor de
cualquier función multiplicativa en n está determinado únicamente por su
valor en todas las potencias de primos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Supongamos que se desea construir una función multiplicativa
f tal que para cada primo p y potencia m se cumpla f(pm) = p3m. Entonces,
si la factorización canónica de n hace corresponder la potencia ai al primo
pi, tendremos las siguientes ecuaciones:

f(n) = f

(∏

i

p
ai
i

)
=

∏

i

f
(
p

ai
i

)
=

∏

i

p
3ai
i =

[∏

i

p
ai
i

]3

= n3.

Es decir que estamos forzados a concluir que f(n) = n3 para todo número
n. Podemos observar también que todas aquellas funciones de la forma
g(n) = nm para alguna potencia m ≥ 0 son multiplicativas.

La situación anterior plantea la existencia de limitaciones en la liber-
tad de definición de una función multiplicativa para potencias de primos.
Los ĺımites de esta libertad pueden ser explorados aplicando la función a
productos de enteros que no sean primos relativos. La figura 5 despliega
aquellos pares (n,m) para los que una función multiplicativa f podŕıa no
cumplir f(nm) = f(n)f(m). Notemos que este incumplimiento no altera en
absoluto el carácter multiplicativo de f . Para todos los 345 pares mostrados
en la figura 5, d, σ y ϕ no cumplen la propiedad multiplicativa sin restric-
ciones. En contraste, la función f(n) = 1 es multiplicativa, pero extiende

n
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FIGURA 5. Parejas de números que no son primos relativos.

la propiedad de multiplicidad a todos estos puntos. Estos ejemplos sugie-
ren que la categoŕıa de las funciones multiplicativas puede subdividirse en
categoŕıas importantes y en el transcurso de este trabajo lo confirmaremos.

Ejemplo 8. El comportamiento para potencias de primos de las funciones
vistas anteriormente se muestra a continuación:

d(pα) = α+1, puesto que el conjunto de divisores de pα es {1, p, p2, . . . , pα}.

σ(pα) =
pα+1 − 1

p− 1
, ya que σ(pα) = 1 + p + p2 + · · ·+ pα.

ϕ(pα) = pα

(
1− 1

p

)
, debido a que todos los números menores que pα,

excluyendo potencias de p, son primos relativos a pα.

A partir de la última identidad podemos concluir que:

ϕ(n) siempre es par, excepto para n = 2.

Un resultado similar para d(n) es el siguiente:

d(n) impar ⇒ n debe ser un cuadrado.

Más aún,
∏

d|n d = nd(n)/2, como podemos deducir a partir de las siguien-
tes igualdades:

∏

d|n
d =

∏

d|n

n

d
= nd(n)

∏

d|n

1
d

⇒

∏

d|n
d




2

= nd(n).
o
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Veamos ahora cómo promover una función aritmética f a una multipli-
cativa a partir de su comportamiento para potencias de primos. Desde el
punto de vista teórico, es suficiente con imponer la propiedad multiplicativa;
por ejemplo, f(1234567890) = f(2)f(5)f(9)f(3607)f(3803). En general, la
sucesión de valores de f es:

1, f [2], f [3], f [4], f [5], f [2]f [3], f [7], f [8], f [9], f [2]f [5], f [11], f [3]f [4], f [13], . . .

En el caso de la función d(n) dichos valores serán:

d[1], 2, 2, 3, 2, d[6], 2, 4, 3, d[10], 2, d[12], 2, . . .

y esta función se extendeŕıa a:

1, 2, 2, 3, 2, 4, 2, 4, 3, 4, 2, 6, 2, . . .

De manera similar, para σ(n) ésta correspondeŕıa a la sucesión:

1, 3, 4, 7, 6, 12, 8, 15, 13, 18, 12, 28, 14, 24, 24, 31, 18, 39, 20, . . .

Finalmente, para la función de Euler:

1, 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6, 4, 10, 4, 12, 6, 8, 8, 16, 6, 18, 8, 12, 10, 22, . . .

V. ¿Es ϕ un adendum?

Revisando la definición de ϕ(n), es natural preguntarse si es en realidad un
adendum, puesto que en su definición la suma evita correr sobre los divisores
de n. Nuestra intuición nos dice que debemos considerar a los adenda como
un subconjunto propio de las funciones aritméticas que a su vez contienen
propiamente a las multiplicativas. Hasta ahora hemos demostrado que ϕ
es multiplicativa; si resultara no ser un adendum, nuestras expectativas
estaŕıan fuera de lugar. Por fortuna, la respuesta que da t́ıtulo a esta sección
es afirmativa. Supongamos que encontramos una función f ∈ M con el
siguiente comportamiento en primos:

f(p) = p− 2

f(pα) = pα

[
1− 1

p

]2

, α > 1.
p
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Es sencillo demostrar que esta función es la que necesitamos para obtener
ϕ(n) como una sumatoria de divisores de n, pero ¿cómo podŕıamos encon-
trarla? Comencemos por notar que, dada una función F (n) =

∑
d|n f(d),

la función f está determinada uńıvocamente. Por ejemplo, necesariamente
f(1) = F (1) y f(1) + f(2) = F (2), es decir, f(2) = F (2) − F (1). Aśı,
como f(n) = F (n) − ∑

d|n
d<n

f(d), este hecho puede demostrarse fácilmente

utilizando inducción matemática. Esta observación sugiere una serie de teo-
remas de inversión que veremos en secciones posteriores.

Programemos una función computacional getf tal que, dada la secuencia
{F (1), F (2) . . ., F (n)}, calcule la secuencia correspondiente {f(1), f(2) . . .,
f(n)} y, en este proceso, ilustre la siguiente afirmación:

Todas las funciones aritméticas son adenda, es decir, F ∈ A ⇒ ∃f 3
F (n) =

∑
d|n f(d).

La función getf pone en práctica la inversa de la transformación que
nos permite construir F a partir de f y su programación nos permitirá la
verificación y la manipulación de nuestros resultados. El siguiente segmento
está programado en el lenguaje funcional Mathematica (Wolfram, 1991;
Maeder, 1991), lo que permite establecer esta implementación de manera
concisa. Dada la lista F , ésta genera el vector f de manera análoga a como
se obtuvo f(2) anteriormente:

getf[F List]:=Module[{f={F[[1]]}, n, s},
Do[s=Apply[Plus,

f[[Select[Range[1,n-1],Mod[n,#]==0^]]]];

AppendTo[f, F[[n]]-s], {n,2,Length[F]}];
f]

A continuación haremos uso de esta función en identidades conocidas.
DivisorSigma es una macrofunción (función del sistema) tal que DivisorsSigma

[k, n] calcula la suma de las k-ésimas potencias de los divisores de n.

getf[DivisorSigma[0,Range[15]]]

{1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}
getf[{1,1,1,1,1,1,1,1,1}]
{1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}
getf[DivisorSigma[1,Range[15]]]

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}
getf[{1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}]
{1, -1, -1, 0, -1, 1, -1, 0, 0, 1, -1, 0, -1, 1, 1, 0}

esta última secuencia es misteriosa y en secciones posteriores la examina-
remos con detalle. El argumento de getf se denomina una función Delta de

q
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Dirac o función Impulso unitario. Sólo mencionaremos aqúı que su función
f(n) resultará corresponder a la función más importante de todo nuestro
trabajo: la función de Möbius (Apostol, 1965; Bender y Goldman, 1975).
Consideremos ahora la respuesta a la pregunta que da t́ıtulo a esta sección
(figura 6):

FIGURA 6. Gráfica de n vs. f(n), donde ϕ(n) =
∑

d|n f(d).

getf[EulerPhi[Range[15]]]
{1, 0, 1, 1, 3, 0, 5, 2, 4, 0, 9, 1, 11, 0, 3}

donde la macrofunción EulerPhi [n] corresponde a ϕ(n) y, en general:

getf[Map[F,Range[10]]]
{F[1], -F[1] +F[2], -F[1] +F[3], -F[2] +F[4], -F[1] +F[5],
F[1] -F[2] -F[3] +F[6], -F[1] +F[7], -F[4] +F[8],
-F[3] +F[9], F[1] -F[2] -F[5] + F[10]}

donde la metafunción (constructor de funciones) Map aplica F sobre la se-
cuencia de números menores de 11.

Revisemos ahora las capacidades de la función getf examinando sus ite-
raciones (composiciones) sobre la función d. Las primeras dos iteraciones
son fácilmente predecibles y se ilustran en las figuras 7 y 8.

Las cuatro iteraciones siguientes son más interesantes y se muestran en la
figura 9. Los dos puntos en la parte inferior de las últimas gráficas son mis-
teriosos y su presencia aún no se ha caracterizado completamente (nótese
la variación en la escala vertical).

Por último, la figura 10 ilustra la gráfica correspondiente a una función
f(n) tal que sumada a través de todos los divisores de n calcula el n-ésimo
primo.

r



FIGURA 7. Si F (n) = d(n), entonces f(n) es
esta función.

FIGURA 8. Si d(n) =
∑

d|n
∑

e|d f(e), en-

tonces f(n) es esta función.

FIGURA 9. De izquierda a derecha y de arriba abajo: iteraciones 3, 4, 5 y 6 de la función d(n).
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FIGURA 10. Si F (n) = n-ésimo número primo, entonces f(n) es esta función.

VI. Ejercicios

1. Demostrar que el producto de dos funciones multiplicativas es multipli-
cativa, es decir, que el conjunto M es cerrado bajo la multiplicación.

2. Demostrar que la función

f(n) =
{

1, si n no es divisible por un cuadrado mayor que 1,

0, de otra manera,

es multiplicativa. Por ejemplo, f(1) = f(2) = f(3) = 1, f(4) = 0.

3. Demostrar que la función σ es multiplicativa.

4. Demostar que la función f(n) = ck, con c una constante y k un número
de primos distintos que dividen a n, es multiplicativa.

5. Demostrar que

ϕ(n) = n
∏

p|n
pprimo

(
1− 1

p

)
.

Por ejemplo, ϕ(123456) = 123456(1− 1/2)(1− 1/3)(1− 1/643) = 41088.

6. Demostrar la identidad:
∑

d|n

∑

c|d
f(c, d) =

∑

c|n

∑

d|nc
f(c, cd)

t
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