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RESUMEN

Este es el tercero y ultimo de una serie de articulos destinados a
aquellos que, teniendo bien aprendido su andlisis, deseen iniciarse
en la investigacién contemporanea sobre el problema de prescribir
la funcién de curvatura a una variedad riemanniana bidimensional
(S,g). En esta ocasién queremos utilizar un enfoque variacional
para probar la solubilidad de la ecuacién diferencial

Agu+K62“—k::O

en una variedad orientada, compacta y simplemente conexa (.5, g).
De acuerdo con el primer articulo, A ¢ ¥ k designan respectivamente
el operador de Laplace-Betrami y la curvatura en la métrica g.
Como nuestro propésito es deformar la variedad hasta convertirla
en esfera, K > 0 es una constante.

Divulgacion
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I. FORMULACION DEL PROBLEMA EN EL MARCO DEL CALCULO DE
VARIACIONES. SOLUCIONES DEBILES

La idea principal es minimizar:

1 K
Plu) =3 [ 19,uds - [ (26% - ku) ds,

cuya ecuacién de Euler-Lagrange es precisamente (1). Este funcional se
puede entender como una “medida” de la deformacién conforme. Es decir,
si dibujamos una figura cualquiera sobre (S, g) procuramos que su ima-
gen sobre (9, ge") sea lo menos “distorsionada” posible. Tal interpretacién
cartografica se debe a Chebyschev (1856).

Como K es una constante, este problema se puede transformar en un
problema de valor extremo condicionado, a saber: minimizar

1 2
Flu) =5 [[IV,uas+ [ kuds 2

(w) = [IV,ulds + |, ¢

bajo la condicion
G(u) = /562“ ds = 1. (3)
Esta condicién es equivalente a la férmula de Gauss—Bonnet y significa que
también estamos prescribiendo la curvatura total o curvatura integra, como

decia Gauss.

Claro que primero vamos a definir el espacio de Banach en el cual buscar

una “solucién débil” al problemal! Sea pues H = H{(S,g)} el espacio de
las {u} en (5, g) tal que

||u||%1:/S|Vgu|2dS+/Su2dS< oo,

las derivadas entendidas como derivadas débiles. Este es un espacio de So-
bolev que es también Hilbert con producto interior

<u,v>:/SVgu-ngdS—l—/SuvdS.

Nuestro plan general consta de dos etapas:

1Hubiésemos querido usar un método de fines del siglo XIX o comienzos del XX, anterior a la integral
de Lebesgue y al andlisis funcional. Sin embargo, tales métodos no se consideran elegantes hoy en dia.
Ademsds eso nos llevarfa muchas pédginas de calculos innecesarios. Al lector interesado en el asunto se le

recomienda en particular Lichtenstein (1916).
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A. Encontrar una solucién u € H al problema (2)—(3). Siguiendo a McOwen
(1985), la teorfa de los extremos condicionados implica entonces que

/SVgu~V9¢dS+/Sk¢dS:K/Se2“d>d8, Vée H, (4)

es decir, u es una solucion débil de (1).
B. Probar que u € C? = C?(S, g), es decir, u es una solucién cldsica de (1).

Por cierto, en (4) vemos que K es el multiplicador de Lagrange del pro-
blema.

II. ANALISIS EN (5, ¢g)

Para lograr A, lo primero es acotar los términos que aparecen en los fun-
cionales F y G. Sea pues

N:{uEH:/SudS:O}.

Claramente, N es un subespacio cerrado y convexo de H que se deja in-
terpretar como el subspacio de las funciones que tienen valor medio nulo
en (5, ¢g) o como el subespacio de funciones que son ortogonales a las cons-
tantes. Si M es el subespacio de las constantes, H se puede descomponer
ortogonalmente en M @ N. En vista de que no tenemos que preocuparnos
mucho por M, nos concentraremos en obtener las desigualdades necesarias
para el acotamiento de los funcionales en N.

Desigualdad de Poincaré

Existe una constante positiva Cp tal que para toda u € N,

2 < 2
/Su ds < CP/Swguy ds. (5)

Sinopsis de la demostracion. Basta recurrir al principio del minimo para
el primer valor diferente de cero en el espectro de (S, g), (Berger et al.,
1971). Tal principio predica que dicho valor propio coincide con el infimum
de un cociente de Rayleigh:

sV ul?ds
Alzlnf{W:UGN .

Asi pues, basta poner Cp = )\1_1(9
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Desigualdad de Sobolev

Hay una constante positiva Cg tal que para toda w € N yp > 1,

1/p 1/2
(/S]u\pd5> gpl/zCS(/S‘Vgu]QdS) . (6)

Sinopsis de la demostracion. La parte verdaderamente analitica consiste
en probar la existencia de una constante C' tal que, para toda u € H,

1/p 1/2 1/2
(/S \u]pdS) < p'/2C [(/Su2 dS) + </S \Vgu]2d8> ] .

(véase, por ejemplo, Kazdan y Warner, 1974). De esta forma, (6) es una
consequencia de (5) ®

Desigualdad de Trudinger

Existen constantes positivas T y Cp tales que st uw € N, entonces para toda
a>0ypB<2nrT,

2
alul gg < @ / 248.
log/se as <logCr + 5 [ [V,ul*dS (7)

Sinopsis de la demostracion. Procedemos en dos tiempos. Primeramente
probaremos que si u € N satisface [q |V gu|2 dS < 1, entonces existen cons-
tantes positivas 3 y Cp tales que

Bu? 48 < Cn.
Jyeds < ¢

Ciertamente, si usamos la expansién de Taylor de la funcién exponencial y
(6), encontramos que

foris=§ 2 fuis< (1)

Si exigimos que 2666% < 1, esta serie converge a cierto valor C (criterio
de D’Alembert). Esto prueba la primera parte. En segundo lugar, para
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cualquier u € N,
u

2
(J5 |V ul®dS
tiene integral de Dirichlet < 1. Por lo tanto, para toda a > 0,

U =

)1/2

2
alul < Zﬁ/5|vgu\2d5—|—ﬁﬂ2

implica

alu a2 /4 2
/Se Ul ds < Cre /ﬁ/s\vgu] dsS® (8)

Constante de Trudinger

Tal como en el caso de la desigualdad de Poincaré, es natural preguntarse
por el supremum de los valores 7 que hacen verdadera la desigualdad de
Trudinger. En nuestro caso dicho valor es 7 = 2, y asi, la tesis del lema
anterior es verdadera para toda 3 < 4m. Este resultado, posterior al original
de Trudinger (1967), se debe a Moser (1971) y Cherrier (1979).

También vamos a necesitar una proposicion acerca de la

Compacidad

La aplicacion inyectiva N — L? = L*(S,g) dada por u — e*" es compacta.

Sinopsis de la demostracion. Primero nos damos cuenta que (8) garantiza
que €2* € L? cuando u € N. Tenemos que probar que si u, — u (u;
converge débilmente a u) en N, entonces e*“i — e en L?. Ahora bien,
si u; — u en N, entonces el teorema de Rellich-Kondrachov predica que
u; — wen LY = LI(S,g) para toda ¢ > 1, en particular, para ¢ = 4. Pero
et —1| < |t|el!! y 1a utilizacién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (varias
veces) arroja

/|€2ui—62u|2d5’:/€4u|62ui_2u—1|2d5’§/64u64|ui_u||ui—u|2d5
S S S

1 1 1
< 16u >4< 16]u; —ul >4< 4 )2'
< (/Se ds /Se ds /S|uz ul*ds

Esto finaliza la demostracién porque las dos primeras integrales de la linea
anterior se pueden acotar usando (8) y la integral restante es el cuadrado
de la norma en L*, que sabemos se puede hacer menor que cualquier € > 0
mediante la elecciéon de una ¢ suficientemente grande ®

[
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III. EXISTENCIA DE UNA SOLUCION DEBIL

Cuando escribimos u = 2c+v € H con ¢ € M (la mitad del valor medio de
uen (S, g), si se quiere) y v € N, el funcional que estamos minimizando se
tranforma en

Flv) = %/S|ng|2d5—|—/skvd5—i—47rc,

donde hemos usado la féormula de Gauss—Bonnet que en nuestro caso dice:
JgkdS = 4m. Ahora bien, de la condicién (3),

c= —%log/sezvdS.

Por lo tanto,
Fo) =14 [ IVofdS + [ kvdS—mlog [ e as. (9)

Sea C}, la norma L? de k. Las desigualdades de arriba dejan en claro que

1/2
1/2 2
/S|kv\dS§C’kC’P (/S\vgv\ dS) , (10)
1
log/se2|v|dS <log Cp + B/S|ng|2d5. (11)

1/2
Al definir ||v]| = (fs |ng|2 dS) / se puede ver que (9), (10) y (11) implican
que F es acotado inferiormente. Ciertamente,

1 =
£y = (5= 5) Il = Aol - 2 (12)

para ciertas constantes A, B y 3 = 3, por ejemplo.?
Enseguida debemos probar que el minimo de F si ocurre en H y satisface
la restriccién (3). Para tal fin consideramos una sucesiéon minimizante

u; =2c; +v;, CH, ¢, CM, v, CN.

2Como el lector se habra dado cuenta, este acotamiento se puede hacer sin el conocimiento de la con-
stante de Trudinger. De hecho, Berger (1969) demostré el resultado en cuestién sin usar las contribuciones

de Moser (1971) o Cherrier (1979) a la desigualdad de Trudinger.
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Como F(u;) es acotado, (12) implica que todos los miembros de la sucesion
v; son acotados en la norma de H. En consecuencia, podemos extraer una
subsucesion v; C N que converja débilmente a cierta v € N. Por nuestro

resultado de compacidad €% — €2 en L2. Por Cauchy—Schwarz debemos
tener

4¢K8w_<xéwd5gzﬂs@ﬂe

para cualquier € > 0 cuando j es suficientemente grande, |S] p queriendo
decir el drea total de (.5, g). Entonces

/m%we/K@w,
S S
—lelog/SKerde:cj —c= —ilog/SKe%dS

y u = 2c+v € H nos da el minimo buscado que satisface (2), (3) y por lo
tanto, también (4). Asi, ¢ =1 nos da K = 4.

IV. REGQULARIDAD DE LA SOLUCION

Solamente hace falta demostrar B y se trata de una propiedad local. Pro-
cediendo como en Troyanov (1991), en la misma linea de pensamiento del
primer articulo, escribimos la ecuacién (1) en coordenadas isotérmicas lo-

cales:
1 [d%u 82u> Au
Au=—|=—5+—-— | =— =k — Ke*",
97 p, (81172 dy? Py

donde p, # 0 cumple claramente con los requisitos necesarios de diferen-
ciabilidad para asegurar lo que sigue.

Continuidad de Holder

Por la desigualdad de Trudinger, e** € LP para toda p < co. En conse-
cuencia, p, (k: - K e2u> € LP para cierta p > 1 y podemos usar el siguiente

teorema sobre la regularidad local para el problema de Poisson (Dautray y
Lions, 1990).

Teorema. Sea Q un dominio cualquiera en R? y f € LP(Q) para cierta
p>1. Siu € H(Q) es una solucion débil de Au = f, entonces u posee
continuidad de Holder.
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Resaltamos el hecho de que el operador que necesitamos para aplicar

este teorema es el laplaciano “cldsico” A y no el operador de Laplace—
Beltrami A g

Diferenciabilidad

Ya que u tiene continuidad de Hélder, p, (k - K 62“> es también Holder y

podemos aplicar el teorema siguiente (Dautray y Lions, 1990).

Teorema. Sea ) un dominio en R? con frontera diferenciable. Si f,u €
Ck(Q) satisfacen Au = f, entonces u € CF+22(Q).

Concluimos que u es una solucién clasica de (1).
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