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A Uinverse des surfaces d courbure positive et non infiniment
petite, lesquelles sont toujours fermées, les surfaces dont il est
question actuellement ont nécessairement des nappes infini-
tes. Cette proposition s’établit immédiatement en remarquant
que si la cordonée x, par example, avait un mazrimum ou un
minimum en un point de la surface, la courbure en ce point
serait positive.

HADAMARD en Les surfaces 4 courbures opposées et leur
lignes géodesiques.

RESUMEN

En una comunicacién anterior de esta revista [10], hemos visto que
si (S, g) es una variedad riemanniana bidimensional cuya métrica
se deforma conformemente de acuerdo con una ley de la forma e%g,
entonces la curvatura k de la métrica inicial g y la nueva curvatura
K de la métrica e*g se relacionan por medio de la ecuacién eliptica
no-lineal:

2u _
Aju+Ke* =k en (9,9).

Como primer y mas inmediato ejemplo, en aquella comunicacién
usamos la proyeccién estereografica para construir una funcion u
que satiface esta ecuacién para en el caso k = 0 y K = 1. Dicha
solucién corresponde pues a una de las posibles representaciones
conformes del plano euclidiano sobre la esfera unitaria (problema
cartografico inverso).
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En esta ocasién, queremos abordar el problema andlogo para
una superficie de curvatura negativa constante, digamos K = —1.
Con mas precisién, nos preguntamos: ;Existe alguna deformacién
conforme de la métrica euclidiana 5ij sobre todo el plano tal que
la funcién de curvatura de la métrica inducida por la deformacién
sea una constante negativa? La respuesta es que no existe tal de-
formacién. A continuacién damos dos demostraciones diferentes de
este hecho y mostramos una manera de mejorar este resultado. Asi,
en particular, no es posible representar todo el plano euclidiano so-
bre una superficie de curvatura negativa constante mediante una
transformacién conforme.

Este hecho no debe sorprendernos porque la geometria diferen-
cial clasica ensena que todo intento de dar curvatura negativa cons-
tante a todo el plano euclidiano estéd condenado a producir singula-
ridades (las “nappes infinies” de Hadamard). Por el contrario, hay
varias maneras claras de “cerrar” el plano sobre si mismo para darle
curvatura positiva constante. Estas dos afirmaciones se revelan con
claridad cuando recordamos la férmula de Euler: la curvatura de
una superficie se puede escribir localmente como el producto de
los reciprocos multiplicativos de dos radios, los llamados radios de
curvatura. En el caso de curvatura positiva los centros desde los
cuales dichos radios son medidos estdn siempre ubicados al mismo
lado de la superficie, mientras que en el caso de curvatura negativa
tales centros se localizan en lados opuestos. De aqui se desprende
la demostracién de Hadamard [3] que sirve de nota introductoria al
presente articulo. Para una explicacién detallada del asunto véase,
por ejemplo, Struik [11].

A. VALOR MEDIO Y CONVEXIDAD DE LA FUNCION EXPONENCIAL

La primera demostracion que presentamos es nuestra version de la prueba
dada por Wittich a una conjetura que Rellich formulara durante los amargos
dias de la segunda Guerra Mundial [14]. Clésica y por lo tanto analitica,
esta prueba por contradicciéon investiga el comportamiento del valor medio
de una solucién hipotética sobre circunferencias concéntricas haciendo uso
de la convexidad de la funcién exponencial.

Sea pues u una solucion cldsica (es decir, con derivadas continuas hasta
el segundo orden por lo menos) de nuestra ecuacién en (R?, 6;;) con k=0
y K =-1:

%u  0%u

A = — e
“ 6:1:2+6y2

62u (1)

Usemos coordenadas polares (p, ) alrededor de un punto arbitrario u ori- EEl
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gen. Nos interesa el comportamiento de la funcién valor medio

1

m(p) = o

2w .
/ u(pe'?) de, p>0
0
a medida que p — +o0.
En el siguiente caso de la primera férmula de Green

2T 1 27rau
Aupdpdf = / 9,
fy Jy duedodo = [0

en el circulo de radio r, sustituimos la ecuacién (1):

dm 1 2 s ou
L. dpdf
Tap oy e

de donde m es una funcién creciente de p. Ahora dejemos que r crezca y
sea nuestra variable independiente. Derivando con respecto a r y como e?*

es convexa: )
™
1d(rdm> = 1/ v dh > e2m.
rdr\ dr 27 Jo

Con el fin de simplificar esta desigualdad diferencial, hagamos el siguiente
cambio de variables, que debe ser entendido propiamente como la transfor-
macion conforme que mas conviene al problema:

df,u_dm@_ dm

t=logr, pt)=mlr), =3 g ="

Por lo tanto, la ultima desigualdad se convierte en

@p L
a2 dr

. ) > 22 > 2og2n
dr

para cierto valor fijo de t; < t. También nos damos cuenta de que m es
convexa en logr.

De aqui podemos obtener informacién sobre la energia de . Intuitiva-
mente, podemos imaginar una especie de energia “eldstica” asociada al
“estiramiento” de la deformacion. El lector familiarizado con el célculo de
variaciones podra imaginar que la definicién correcta de esta energia esta
dada por el funcional cuya ecuacién de Euler—Lagrange es precisamente
la ecuacion que relaciona k con K. Una interpretacién parecida se puede
consultar en Chebyschev [2] y Milnor [6].
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Multiplicando la desigualdad de arriba por 2du/dt > 0, encontramos

2 2
Qdudn _ d<du) > 9¢top2n I

dt dt2 ~ dt\ dt

Asi pues, es posible fijar una t; > t, tal que

dp, 2 dp 2 o MO
ap _ (4B > m
<dt (t)) <dt (tO)) 2 2% O/M(tl)e an

En vista de que el lado derecho es positivo,

dp

——(t) > \ae2n®) 4+ b

o (1) =
para toda t > ¢, donde a y b son constantes. De nuevo, hay cierta ¢, > ¢,
tal que

P < /M(t) du < /00 dup
2= Juy) vVae2t + b = Julty) Vae + b

y asi,

=2 ) Vaer + b

para toda t > 5. Finalmente, como p es siempre creciente, la integral es
convergente y t tiene una cota superior. Es decir, el dominio de existencia de
1y, por lo tanto, de la solucién u es acotado. Pero esto contradice nuestra
suposicién inicial y demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1. La ecuacion
Au=e2" en R2

no posee ninguna solucion cldsica.

B. UNA CONSECUENCIA DEL LEMA DE SCHWARZ

Hay por lo menos otra forma de demostrar que el plano euclidiano se
“agota” antes de “cubrir” totalmente una superficie de curvatura negativa
constante por medio de una transformacién conforme. Esta segunda demos-
tracion halla su inspiracion en el lemma de Schwarz, tal como se estudia en
el calculo de la variable compleja [8]. Sin embargo, para preservar la unidad
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de forma y contenido, aqui vamos a presentar el asunto en términos de las
dos variables reales que definen la variable compleja z = x + 7y.
En primer lugar, buscamos una deformacién conforme de cualquier circulo

euclidiano /22 + 2 < r (entendido como variedad riemanniana), r > 0 fija,

sobre una variedad riemanniana de curvatura negativa que como conjunto
coincide con el plano. Para hacer las cosas faciles, busquemos una defor-
macién que tenga simetria radial. Usemos p € [0, r) para el circulo, o € R
para el plano y requeramos que el escalamiento s > 0 de la transformacién
satisfaga

2
_do __2r 0(0) =0, esdecir, o=log ree

Ty 2P r—p

Como era de esperarse, escribimos

U = log s = log 2r — log(r? — p?). (2)
En vista de que
1dU 2 d*U  2r? +2p?
pdp 12— p2 Y dp? T (12— )
obtenemos ) )
AU:dU 1dUu 4r _ U

L
dp*  pdp  (r*—p?)?
en el circulo abierto de radio r. El “plano” imagen de la deformacion no es
euclidiano pues su curvatura es = —1 y se conoce como plano hiperbdlico.

Ya con esto podemos abordar la prueba de la siguiente version geométri-
ca [1] del siguiente lema.

Lema de Schwarz-Pick. Si la funcion infinitamente diferenciable K sa-
tisface

K<-1<0
en el circulo de radio r > 0, entonces U = log rQQin es mayor o igual que
cualquier solucion cldsica de la ecuacion
Au+ Ke? =0 (3)

en el circulo abierto de radio r > 0. Esto quiere decir que si u es una
solucion cldsica de esta ecuacion, entonces U(p) > u(p) en cada punto p de
dicho circulo.
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Demostracion. Designemos por B, el circulo abierto de radio r. Restando
AU = €%V de
Au = —Ke2t > e2u

logramos
A(u—U) >e* —e?Y en B,.

Definamos V = {(z,y) € B,:u(x,y) > U(x,y)} con el fin de que
Alu—U)>0 en V

o u — V es una funcién subharménica en V. El principio del maximo dicta
entonces que u—U alcanza su supremum en V. Sin embargo, OVNOB, # ()
porque U tiende a +o0o cuando (x,y) — 0B, pero también deberiamos tener
|lu — U] — 0 a medida que (z,y) — dV. La contradiccién implica que V es
vacio. Q.E.D.

Recurriendo a la intuicién, este lema nos dice que la solucién U, que “in-
genuamente” encontramos arriba, arroja el maximo estiramiento posible de
un circulo euclidiano cuando queremos deformarlo para que tenga curvatura
< —1. Las solucién general de la ecuacién (3) en un circulo, la justificacién
a nuestra “ingenuidad” en la seleccion de una solucion particular y mucho
més se puede consultar en Vekua [12, 13].

Corolario. Teorema 1, es decir, no es posible deformar conformemente el
plano euclidiano para darle curvatura negativa constante.

Demostracion. Sea u una solucién clasica de Au = e?* en el plano. El lema

implica u(p) < U(p) = log(2/r) en cada circulo de radio r centrado en p. Si
hacemos que r — 400 encontrariamos que u tiende a —oo en todo el plano.
Pero esto no arroja ninguna solucién al problema. Q.ED.

C. REFINAMIENTO

De la observacién cuidadosa del factor 2 = e2! que aparece recurrentemente
en las dos pruebas anteriores, es posible establecer una condicion asintética
para la inexistencia de deformaciones conformes del plano (R?,4;;) [9]:

Teorema 2. Si K es una funcion infinitamente diferenciable definida en
el plano (z,y) y
K<-r2<0
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para r = /22 +y? > que cierta ro > 0, entonces la ecuacion

Au+ Ke* =0 en R2
no tiene soluciones cldasicas.

Sinopsis de dos demostraciones. a) Basta repetir palabra por palabra la
primera demostracién. Sin embargo, ahora

para t > logr,. De este modo, el resto sigue més facilmente que antes.

b) Notemos que U = log 2—log(r? — p?) es una solucién de Au+r2e?* = 0
en el circulo de radio r y extendamos el lema de Schwarz-Pick para incluir
el caso K < —r? < 0. Un argumento similar al del corolario muestra la
validez de nuestra afirmacion.

En particular, la més negativa de las constantes que el plano acepta
como curvatura es K = 0, o sea, el teorema 1 es una consecuencia del
teorema 2. El lector con experiencia notara sin duda que el teorema 1
es una parte de un conocido teorema de uniformizacién para variedades
riemannianas bidimensionales. Sin embargo, las demostraciones dadas aqui
son mucho més sencillas que la prueba usual del importante teorema. Mas
aun, el teorema 2 abre la posibilidad de obtener resultados mas generales
de uniformizacion en los cuales K no estd restringida a ser una constante.

En verdad, las ideas presentadas en este articulo constituyen el punto de
partida de los desarrollos posteriores de la teoria en el caso de curvatura
negativa. El lector interesado en el tema encontrard que el conocimiento
de los teoremas 1 y 2 ilumina el estudio de los resultados mas recientes de
Ni [7], McOwen [5] y Hulin—Troyanov [4], entre otros.
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