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RESUMEN

Se presentan cinco problemas que pueden ser resueltos mediante la
utilizacién de materiales concretos: dibujos, tablas, y la observacién
de patrones numéricos. Los problemas son equivalentes desde el
punto de vista matematico, pero el contexto de cada problema
puede sugerir métodos diferentes de solucién. Los alumnos pueden
comparar diferentes estrategias y transferir el método de solucién
de un problema a otro.

EL MENU DE PROBLEMAS

Se presenta el siguiente meni de problemas a los alumnos, quienes trabajan
en equipos de tres o cuatro sobre alguno de ellos. Al terminar un problema,
los equipos pueden escoger otro. Una vez que todos los grupos han termi-
nado de resolver un problema, se comparten estrategias y soluciones.

1) Los edificios. Una compania constructora construye edificios de oficinas
modulares en la forma siguiente:

]

1 piso 2 pisos 3 pisos 4 pisos
1 oficina 3 oficinas 6 oficinas 10 oficinas

FIGURA 1. eeeoe
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. Cuantas oficinas tendra un edificio de siete pisos? ;Sera posible construir
un edificio de esta forma que tenga exactamente 34 oficinas?

2) Los helados. ; Cuantas combinaciones de helados dobles y sabores distin-
tos hay si en la neveria tienen cinco sabores? Los helados dobles se sirven
en conos dobles (véase la figura 2), por lo que las combinaciones sabor 1—
sabor 2 y sabor 2—sabor 1 son idénticas. Haz una tabla para diferentes
nimeros de sabores. ;Cuantas combinaciones son posibles si hay 34 sabo-
res?
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FIGURA 2.

3) Los apretones de manos. En un grupo hay ocho personas y todas se sa-
ludan de mano. ;Cuantos apretones de mano se intercambiaron? ;Cudntos
apretones de mano se dan en un grupo de 24 personas donde todas se
saludan de mano?

4) Segmentos entre puntos. ;Cuantos segmentos rectos se pueden trazar
que unan 10 puntos (por pares)? (figura 3) ;Cuédntos segmentos se pueden
trazar si hay 20 puntos?
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FIGURA 3.

5) Suma de nimeros sucesivos. El maestro deja como tarea sumar los si-

guientes nimeros:
1+24+3+4+---4100.

., Cuanto da la suma? ;Cudl sera la suma si el tltimo nimero de la serie es
2007
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SOLUCIONES

El contexto de cada problema sugiere formas diferentes de resolver cada
uno. Los alumnos pueden modelar el problema con objetos concretos, ta-
bular, buscar patrones, o resolver casos més sencillos. Cada problema se
puede resolver de muchas formas. A continuacion se discute cada problema.

1) Los edificios

Los edificios se pueden modelar con cubos de madera para luego contarlos.
Los alumnos pueden observar que el segundo edificio tiene dos oficinas en
la planta baja, el tercero tiene tres y, en general, el n-ésimo tiene n. Los
alumnos también pueden tabular el niimero de pisos y el niimero de oficinas.

De la forma en que estan hechos los edificios, o bien de la tabla, se puede
observar que el niimero de oficinas para un edificio de n pisos es igual al
nimero de oficinas para un edificio de (n — 1) pisos més n oficinas en la
planta baja, por lo que

f(n) = f(n—1)+n. (1)

Otra manera de expresar esta relacion es anotando las diferencias entre un
edificio y el anterior:

Pisos Oficinas Diferencias

1 1
3
6
10
15
21
28
36

0 N O Ot = W N
O I O Ul =~ W N

Si contamos el niimero de oficinas en cada piso y sumamos, vemos que el
total de oficinas en un edificio de n pisos esigual a 1 +2+3 +--- 4+ n.

Si modelamos los edificios con cuadrados y los acomodamos de otra ma-
nera, podemos ver que el nimero total de cuadros es igual al area del
tridngulo grande mas las areas de los n tridngulos pequenos (figura 4).
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n
FIGURA 4.

Acomodando dos edificios sucesivos podemos formar un cuadrado de lado
n (figura 5). De aqui se observa que

f) + f(n—1) =n (2)

FIGURA 5.
Combinando las relaciones (1) y (2), obtenemos

2f(n) =n’>+n = f(n)= n2;n

Acomodando dos edificios iguales (figura 6), obtenemos que el nimero
de cuadrados en el rectangulo es dos veces el nimero de oficinas en cada
edificio:

2f(n) =n(n+1).

n—+1

FIGURA 6.
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2) Los helados

Una forma de resolver este problema es mediante el siguiente razonamiento:
la primera bola de helado se puede escoger de entre cinco sabores; la se-
gunda (como tiene que ser distinta) de entre cuatro. De este modo, hay 5 x4
combinaciones, incluyendo las combinaciones idénticas sabor 1—sabor 2 y
sabor 2-sabor 1. Por ello, el resultado tendrd que ser: 5 x 4/2. El razo-
namiento es el mismo sin importar cuantos sabores se tengan. Si hay 34
sabores, el total de combinaciones distintas serd 34 x 33/2. Si hay n sabo-
res, el total de combinaciones serd n x (n —1)/2.

Otra forma de resolver el problema es tabulando las combinaciones. Si se
denotan los cinco sabores como A, B, C', D y E, las combinaciones posibles
seran:

AB

AC BC

AD BD CD

AFE BE CE DE

En la primera columna hay 4, en la siguiente 3, en la que sigue 2 y en la
ultima 1. El total de combinaciones serd 4 4+ 3 + 2 + 1. El mismo método se
puede utilizar para cualquier nimero de sabores.

3) Los apretones de manos

Este problema también se podria modelar con objetos. La primera persona
saluda a siete personas; la segunda saluda a la primera (que ya contamos) y
a seis mas; la tercera saluda a la primera y a la segunda (que ya contamos),
y a cinco personas mas, y asi sucesivamente. El nimero total de saludos es
por tanto 7T+6+5+4+3+2+1=28.

4) Segmentos entre puntos

Como el problema para diez puntos puede ser confuso, por haber dema-
siadas lineas, se utiliza la estrategia de resolver primero un problema mas
sencillo, i.e., el problema para cinco puntos. Los segmentos entre los cinco
puntos se pueden contar de muchas maneras. Trataremos de hacerlo sis-
tematicamente para extender el problema a mas puntos. Primero contamos
todos los segmentos que se pueden trazar desde uno de los puntos:
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FIGURA 7.

Luego continuamos con aquellos segmentos que se pueden trazar desde
un segundo punto, sin contar el segmento de éste hacia el primer punto
(que ya esta contado):

FIGURA 8.

Continuamos con los segmentos que se pueden trazar de un tercer punto,
excepto por los trazados de este punto al primero y segundo (que ya se
contaron), y asi sucesivamente:

7

FIGURA 9.

Al conectar los puntos de esta manera obtenemos que el niimero de seg-
mentos es 4 + 3 + 2 + 1 = 10. Utilizando el mismo razonamiento para n
puntos, se obtiene que el niimero de segmentos sera:

m—1)+Mm—2)+---+1 esdecir 1+24+3+---+(n—1).

Otra manera de contar los segmentos es la siguiente: cada uno de los cinco
puntos puede conectarse con los restantes (figura 10), aunque asi contamos
dos veces cada segmento. Por lo tanto hay 5 x 4/2 segmentos.
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FiGura 10.

El mismo razonamiento se aplica para n puntos. Cada uno de los n puntos
se puede conectar con los (n — 1) restantes, aunque estamos contando dos
veces cada segmento. Por eso, en general, el nimero total de lineas entre n
puntos es n(n — 1)/2.

Este problema se parece al de los apretones de manos. En el contexto de
puntos y segmentos, ;cudles desempenan el papel de personas y cudles el
de apretones de manos?

Observa que este problema también se parece al de los helados. Haz
explicita la semejanza. ; Cudles elementos desempenan papeles semejantes?

5) Sumas de niumeros sucesivos

Cuando Gauss era pequeno, su profesor le pidié a la clase realizar la suma
1+2+3+---4100. Gauss utiliz6 el siguiente razonamiento: 1+ 100 = 101,
2499 = 101, 3+98 = 101, y asi sucesivamente. Hay 50 parejas de ntimeros
que suman 101 cada una. El resultado es 101 x 50 = 5 050.

En general, usando el mismo razonamiento para sumar 1 +2+3+---+n
(si n es par), se tiene que hay n/2 parejas de nimeros que suman n — 1
cada una, de modo que el resultado final es (n + 1) x n/2.

Ejercicio. Modifica el argumento para mostrar la validez de la férmula en el caso
de que n sea impar.

Otra manera de resolver el problema es ordenando los nimeros en la suma
de menor a mayor y de mayor a menor, y sumarlos, columna a columna:

1 + 2 + 3 + -+ 4+ 99 + 100
+ 100 + 99 + 98 + -+ + 2 + 1
01 + 101 + 101 + --- + 101 + 101

Dos veces la suma es 100 x 101, de donde la suma es 100 x 101/2 = 5050.
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MIRADA RETROSPECTIVA

Las soluciones de los cinco problemas discutidos ilustran uno o ambos lados
de la féormula
14243+ +n=3n(n+1).

Sin embargo, dependiendo del grado de desarrollo matematico de los alum-
nos, a veces no es necesario llegar a una férmula para considerar el problema
resuelto. Una estrategia valiosa para resolver problemas es considerar ca-
sos mas sencillos. En los problemas tratados, casos mas sencillos son por
ejemplo considerar respectivamente menos sabores, menos pisos o menos
puntos. Si para un problema consideramos los casos mas sencillos de ma-
nera sistematica y tabulamos los resultados, podremos observar patrones
en la table. Por ejemplo, podemos ver que para obtener el resultado del
renglén n, se suma n al resultado del rengléon anterior, es decir, podemos
resolver el problema iterativamente. Esta es una estrategia muy poderosa en
matematicas, y se puede aplicar a otros problemas donde la férmula no sea
evidente. Los alumnos pueden utilizar la calculadora, una hoja electrénica o
un programa de cémputo como Function Probe [1| para sumar los nlimeros
sucesivos de manera rapida. Muchos alumnos estan acostumbrados a que en
matematicas la solucién de un problema requiere encontrar una férmula.
Es importante que se den cuenta que muchas veces la solucién se puede
calcular aiin cuando no se tenga una férmula.

A veces los alumnos se dan cuenta que los problemas estan relacionados
al observar que los nimeros que aparecen en las tablas son los mismos.
Dependiendo del método de solucion, no siempre expresan el problema como
142+ -+n. Algunas veces, los alumnos que llegan a encontrar la solucién
en esta forma desean continuar y encontrar una férmula. El problema de
los puntos y lineas, y el de los helados, son particularmente propicios para
que los alumnos se den cuenta de que 1 +2+3+---+n=n(n+1)/2.

PROBLEMAS RELACIONADOS
Otros problemas que los alumnos pueden investigar son:

a) ;Cuantas diagonales tiene un poligono convexo con diez lados? Una
discusién acerca de lo que es una diagonal en un poligono es necesaria
(un segmento que une dos vértices no adyacentes).

b) En una cena cada una de las personas que estdn sentadas a la mesa
saluda a las personas que estan sentadas a su derecha y a su izquierda.
Después de la cena cada quien saluda de mano a aquellas personas que
no saludé durante la cena. Si habia 24 personas, ;cuantos apretones de
manos se intercambiaron después de la cena?
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¢) (Cuéntos tipos de helados dobles se pueden obtener si la neveria tiene
cinco sabores? Se pueden pedir dos bolas del mismo sabor. De nueva
cuenta, la combinacién sabor 1-sabor 2 se considera la misma que sa-

bor 2—sabor 1.

EXTENSIONES
El método de diferencias sucesivas
Algunos alumnos descubren en la tabla que las primeras diferencias siguen

un patréon muy sencillo, las diferencias se van incrementando de uno en uno.
Algunos observan que las segundas diferencias son constantes:

SRS ISEYIC U
DO = = =
HC)‘!O@OOHS\
Sy U W N

— = e

Los alumnos pueden observar que la funcién

n2

fn) =2+ 2
n)=—+4—
2 2
es cuadratica. Los alumnos pueden explorar si es que con otras funciones
cuadraticas se observa que las segundas diferencias son constantes. Por

ejemplo:

f(n) =n?

W N 3
—_
o=
~J Ot W

Los alumnos pueden investigar funciones lineales y darse cuenta que las
primeras diferencias son constantes. Los alumnos pueden tratar de encon-
trar la ecuacién de una funciéon donde las primeras diferencias sean cons-
tantes a partir de la tabla.

Los alumnos pueden buscar la ecuacion de una funcién donde las segun-
das diferencias son constantes, dada la tabla; también pueden buscar la
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relaciéon que hay entre los valores de las diferencias sucesivas y los coefi-
cientes del polinomio.

Problemas mds complejos

Los alumnos pueden aplicar las estrategias utilizadas en los problemas an-
teriores en otros problemas relacionados. ;Cuéantos cubos tiene el décimo
término?

primer segundo tercer

término término término

1 cubo 4 cubos 10 cubos
FIGURA 11.

Al hacer modelos de los términos sucesivos los alumnos se dan cuenta
que cada término se puede obtener del anterior sumando un nuevo piso (o
rebanada). El piso tiene precisamente el mismo nimero de cubos que un
edificio del problema 1, que estd dado precisamente por la suma 142+ 3+
-+ 4+ n. Esto es, la diferencia entre los términos estd dada por:

1 3 6 10 15 21 28 36

Como también conocemos cuantos cubos tiene el primer término, podemos
calcular la solucién acumulando las diferencias.

CONCLUSION

Los autores han trabajado con este menu y otros semejantes tanto con
futuros maestros como con maestros de los niveles primario y medio. El
hecho de que los participantes trabajen cooperativamente en equipos, y
que puedan escoger el problema y los materiales que quieren utilizar para
resolverlo ayuda mucho a establecer una atmoésfera de confianza en una
actividad que muchas veces resulta amenazadora, como es la resolucién de
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problemas. El uso de herramientas tales como las calculadoras permite a los
participantes centrarse en el problema en si, y no distraer su atencién en los
calculos. Participar en pequenos grupos ademas proporciona la oportunidad
de practicar la comunicacién de ideas matematicas, tanto de manera verbal
como en forma escrita, y mediante el uso de tablas y diagramas.
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