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Cette question n’a pas encore été résolue et est en elle-méme
tres-difficile, peut-étre méme impossible a résoudre en géneral;
mais pour les besoins de la Géographie. . .

LAGRANGE en Sur la construction des cartes géographiques

RESUMEN

El problema de encontrar una superficie a partir de una funcién de
curvatura surge naturalmente ante el éxito de la solucion del pro-
blema clasico del movimiento, es decir, el problema de determinar el
movimiento de una particula puntual a partir de su aceleracién. Sin
embargo, el primer problema es considerablemente més intrincado
que el segundo y se formula generalmente mediante una ecuacién
a derivadas parciales del tipo Monge-Ampere. Aqui nos limitare-
mos a formular inicamente una parte del aspecto intrinseco del
problema geométrico, es decir, el aspecto que tiene que ver con
las cantidades que son “medibles desde la misma superficie”. For-
malmente, consideramos una variedad riemanniana bidimensional
(V,g) y nos preguntamos por las funciones de curvatura que dicha
variedad admite. Mas aun, restringimos las posibles funciones de
curvatura a aquellas que resultan de las deformaciones conformes de
la métrica g. De esta manera, obtenemos una ecuacién diferencial
eliptica no-lineal que involucra el operador de Laplace—Beltrami de

(V. 9).
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A. CARTOGRAFIA

Si bien algunos historiadores de las matemaéticas sostienen que Tolomeo
fue el primero en concebir una representacion conforme de la superficie te-
rrestre sobre un plano, nuestros conocimientos al respecto vienen de una
época mas proxima, concretamente, del albor de los tiempos modernos. Sin
pretender mencionar a todos los que han contribuido significativamente al
asunto, es posible afirmar que las ideas de Nunez, Mercator, Lambert, Euler
y Lagrange sobre navegacion y, mas concretamente, sobre la elaboracion de
mapas planos de la superficie del globo terrestre se hallan en el nicleo de
nuestra tradicion acerca de las transformaciones conformes. Aun en 1856,
Chebyschev cree necesario publicar un estudio sobre la elaboracién de ma-
pas en Geografia. Todavia mas recientemente, en 1969, John Milnor retoma
el problema cartografico y lo reinterpreta a la luz del calculo de variaciones
contemporaneo.

Cuando usamos coordenadas isotérmicas, el elemento lineal en un punto

p de nuestra variedad (V,g) se escribe cldsicamente \/E dz? 4+ G dy?. Si
p:V — V es una transformacién conforme, el elemento lineal correspon-

diente en el punto imagen ¢(p) serd, digamos, \/ H dx? + J dy? vy el escala-
miento s producido por ¢ satisface

2_Hd:132+de2
 Eda? +Gdy?’

Esta relacion era ya conocida por Lagrange en 1779.

B. GEOMETRIA DIFERENCIAL CLASICA

Al introducir la nociéon de curvatura de una superficie, Gauss inaugura un
nuevo modo de pensar la geometria. En las muy célebres Disquisitiones
generales circa superficies curvas (1827), Gauss demuestra que la men-
sura curvatura depende solamente de los coeficientes del elemento lineal
(Theorema Egregium). Ciertamente, en coordenadas isotérmicas la curva-
tura (V,g) en p estd dada por

) =~ (2 <‘W+81WF>
V)= " EG\ox VE 0x " OyvG oy )
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De esta manera,

ox H Oz 8y VJ 0Oy

El proyecto claramente riemanniano de llevar el cdlculo infinitesimal a

K(p) = K (o) =~ (5 OV, 91 3W).

cualquier superficie haciendo uso unicamente de los coeficientes E y G
debe fundamentales desarrollos al matematico italiano Eugenio Beltrami.
Si f:V — R es una funcién de V en los reales cuyas dos primeras derivadas
existen, el primer operador de Beltrami aplicado a f es

of 1 /70f\2
=55 +als,)
= ox + G\ 0y
El segundo operador de Beltrami, también conocido como operador de
Laplace—Beltrami, se define como

B \F ﬁ
- VEG 82: Eor ' G8y

Cuando calculamos As para la funcion de escalamiento s: V' — R asociada
a una transformacion conforme ¢: V' — V| encontramos primeramente que

VGoas VG oI VG1 oV VG
VEOr VEOzVG \/_G<\/§ ﬁm:)
1oV s WG /1 VT 1 VG
~VE 0z E 0z (fm‘@zn)

y de manera analoga

VEOs VEO VH _ <1WF_1WF>
VGoy  VGoyvE \VJ oy G oy )

En consecuencia,

oxH O0r Ox\/E Ox

a\/ﬁas_as<1a\/7 1a¢6)+< 1 VI 818\/_>

9rEOx 0x\VH 0z E Ox
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y

a\/Eas_as(la\/E_ 1 a\/E)+<a 1 oVH 9 1 a\/_>
dyVGoy Oy\VJ dy G Oy

Por 1ltimo,

oy J 0y O0yG 9y

1 2 1
As-skz—s?’K—k(aS) +<68> = sk — s°K + ~V?2s,
sG S

ox Jy
o bien,
As Vs
78 - T3 + 52K k=0.
S S

Viéndolo bien, seria mejor aplicar el operador a v = log s. Es decir,

As Vis  Aet B Viet  e'(Au+ Viu B e? 'V Au

S 82 el eQu el €2u

y la ecuacién tiene ahora la forma mas sencilla
Au+ Ke?* — k= 0.

Liouville parece haber sido el primero en obtener una ecuacién de este
tipo. En los anexos a las obras completas de Monge (1850), comentando el
trabajo de Gauss, escribe en coordenadas isotrépicas

logh A

dudv 2a2 =0

La importancia de esta relacién fue detectada més tarde por el mismo
Beltrami, quien en 1869 reinterpreta

0?logh 9%logh
_p2
k_h< oz T T ou? )

C. LA ECUACION DIFERENCIAL

La ecuacién de arriba en u = logs es susceptible de muchas interpreta-
ciones. Baste mencionar que, por ejemplo, para M. Berger en 1969, es el
instrumento para demostrar teoremas de uniformizacién entre variedades
riemannianas de dimensiéon dos. Sin embargo, la interpretacion “definitiva”
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se debe a los trabajos conjuntos de Kazdan y Warner durante la década
1970-1980 y es la siguiente: la pregunta jes K la funcién de curvatura
de una deformacién conforme (V,ge") de (V,g)? se reformula como ;es
Au + Ke* — k = 0 soluble en (V, g)?

Como es frecuente en geometria diferencial, el problema geométrico se
traduce como un problema de existencia de soluciones de una ecuacién
diferencial.

Por supuesto, esta interpretacion contemporanea redescubre valiosos tra-
bajos clésicos. Las primeras pruebas de existencia para Au = e en super-
ficies de Riemann se atribuyen usualmente a Picard (1893, 1898), quien
confiesa trabajar inspirado por “las bellas investigaciones de Monsieur Sch-
warz sobre la ecuacion de Laplace”. El tratamiento del mismo asunto en el
contexto del calculo de variaciones se remonta a los trabajos de Poincaré
(1898) sobre las funciones fuchsianas. A comienzos del siglo XX, Bieber-
bach (1912, 1916) y Rademacher (1930) sientan las bases de la investigacién
contemporanea en torno a Au = e%, en particular, y al caso de curvatura
negativa, en general.

A partir de entonces las pruebas de existencia y ausencia de soluciones
han ocupado a muchos investigadores. Como aqui sélo queremos presentar
el problema, no hay lugar siquiera para un breve recuento de los resultados
logrados en estos trabajos.

D. FORMULACION AXIOMATICA

La geometria riemanniana de hoy se deriva de un sistema de axiomas que
recoje y simplifica los interminables calculos de los gedémetras del siglo XIX.
En este contexto, la ecuacion para prescribir curvatura se obtiene de la
manera siguiente.

Sea (V, g) una variedad riemanniana bidimensional, k su curvatura gaus-
siana, {£, ¥} un cosistema local ortonormal orientado y (A,) la forma di-
ferencial de la conexion de Levi—Civita. Sabemos que

dAjs
ENDT

Alg = =g, dE=—Ap AY, dY= -y ANE Yy k=

La deformacién conforme de (V, g) en (V, §) producida por u € C?(V) viene
dada por g = ge“. Por lo tanto,

dé = de"€ = e"(duNE — Ay AD)  y  dD = de'd = e (du A — Aoy AE)
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y si usamos du = u§ + u,yv, obtenemos

d€ = —(ug€ + Ag) A e = —(ug€ + Ajp) A

d) = —(ugld) — Ajp) Aee = —(ugd — M) AE.
Asi pues,
Alp = Ao + 3 (ug€ — ugd) = Ay — *du
donde * simboliza el operador de Hodge. Finalmente,

- Oy dA\y—df'du k- Au )
Rek= e i ™ mEng ~ e © SutReToR=0

E. EJEMPLO: EL PROBLEMA CARTOGRAFICO INVERSO

; Existe alguna deformacién conforme del plano euclidiano (R2, d;;) en cuya

métrica la curvatura sea una constante positiva, digamos, K = 17 La res-

puesta es afirmativa. De hecho, hay muchas de tales deformaciones.
Consideremos la contraccion estereografica:

sumidero

(0, 2)

1%
i
i {x—a) 5
0 1 {r, O
fuente
En vista de que
<7r — a) «Q T 9 r
cos| —— | =sen — = —— 0 «a = 2arc sen ———,
2 2 r2 44 r2 44
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la funcion de escalamiento de la deformacién es

do 1 d( T ) 4
327: e = .
dr F2 dr\\r2 44 r? 44
1244

Ciertamente, u = log s = log 4 — log(r? + 4) produce

v ldu 16 2

Ay = — - - __ -7 @ _
v dr? + rdr (r2 + 4)2 ©

De manera parecida, las contracciones cénicas y la contraccion de Mercator
aportan otras soluciones a Au + e?* = 0 en (R?, 0;5)-
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