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RESUMEN

Se aplican las técnicas mas elementales de transformadas de La-
place a la solucién de ecuaciones diferenciales no homogeneas para
encontrar la ecuacién de la elastica de una viga, asi como las ecua-
ciones del momento flexionante y la fuerza cortante en cualesquiera
puntos de ella.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Queremos determinar la ecuacién de la curva que adoptara el eje neutro de
una viga sometida a la accién de cargas externas a ella.
Ampliando el segmento A mostrado en la figura 1, sea O el centro de
curvatura de la curva E'C' 'y p = O'E’ el radio de curvatura (figura 2).
Sabemos que el radio de curvatura viene dado por la expresién

dy\? 3/2
o ll‘i‘ (C;l;;) ] (1)

dz?
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FIGURA 1. FIGURA 2.

y es la ecuacion de la elastica.

En la figura 2 consideramos las hipdtesis que se establecen en los cur-
sos de resistencia de materiales para este tipo de problemas: elasticidad,
homogeneidad, seccién constante, etcétera.

Tracemos D’'D paralelo a B'’B y E'E paralelo a C'C. Entonces los tridn-
gulos C'CO’' y EE'C son tridangulos semejantes y, por lo tanto, sus lados
homologos son proporcionales. Podemos establecer la siguiente relacion:

EE C'C
CE' ~ CO'’

como FE' = §, la deformacién que sufrié la fibra situada a una profundidad
y del eje neutro,

CE =y, C'C = As, CO' = p,

tendremos:
B As
p
De aqui,
o y
— =2, 2
As (2)
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Por la ley de Hooke sabemos que o0 = Fe, donde o es el esfuerzo a que
esta sometida la fibra en cuestiéon y E el modulo de elasticidad del material
de que esta hecha la seccién, el cual suponemos constante. Por lo tanto,

Y E
== o= —y. (4)
p p
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FIGURA 3.

FIGURA 4.

Cortemos ahora la viga en un punto x cualquiera (figura 3), y sean M,
el momento producido por las fuerzas exteriores que actian sobre la viga y

M, el momento provocado por los esfuerzos internos en la viga. Si

My = [ oyda (5)

y como se desea que la viga esté en equilibrio, entonces:

M, =M,

i exty

i.e., M(x) = /JydA. (6)
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Sustituyendo (4) en (6) se tiene:
E E
M(x) = <y>ydA: —y?dA.
=/ /5

Puesto que [4%2dA = I es el momento de inercia de la seccién, entonces

EI
M(z) = —; (7)
P
sustituyendo p de la ec. (1), tenemos:
d%y
EI EI(dﬂ)

M(zx)=— =

" @]

(8)

En la préctica, los valores de dy/dz son de magnitud muy pequena y, sin
cometer un gran error, se puede considerar que (dy/dz)?> — 0. Por lo tanto,
la ec. (8) da el siguiente resultado:

d?y

que llamaremos Primera ecuacion diferencial de la eldstica.

B

FIGURA 5.
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Hagamos las siguientes consideraciones: tomemos un segmento diferencial
de la viga (figura 5) y adoptemos la convencién

A
+ 1

[ 4

Por la " F'y = 0, tenemos que —w(x)(Az) =V +V + (Ay) = 0, de donde

Ay
N w(z),

y de > My =0 se tiene —M — V(Az) — w(z)(Az)(Az/2) + M + AM ...

(10)

AM

Ax
Ay = V4+w(z)—

= (1)

tomando Az — 0 en las ecs. (10) y (11) se obtienen:

dM

r V(z) (12)
y

dV

y, de aqui, integrando obtenemos las muy conocidas relaciones:

M(z) :/V(x) dr vy V(z) :/w(a:) dz,
las cuales establecen que:

e La suma de areas del diagrama de fuerzas cortantes es igual al mo-
mento flexionante.
e La suma de fuerzas externas es igual a la fuerza cortante.

Sustituyendo (12) y (13) en (9), se obtiene el siguiente resultado:

By  dM d3y

=V, e, Bl =V() (14)
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dy AV . d*y
E:%:w(l’), 1.€., EI@:

expresion que define la elastica en términos de la ecuacién de carga, y
que llamaremos Sequnda ecuacion diferencial de la eldstica

EI w(z), (15)

EJEMPLOS

Veamos ahora céomo, conociendo teoremas relativamente elementales de la
transformada de Laplace, se puede encontrar la ecuacion de la eldstica, y
aun ecuaciones para el momento flexionante y la fuerza cortante en vigas
estaticamente indeterminadas.

Ejemplo 1.
¥
P
e ] ——|- i} -ll-l
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| - ]
FIGURA 6.
Definamos

5( ) = 1 siz=a,
= 0 sizx#a,

entonces w(x) = Pé(xz — a). Por lo tanto, la ec. (15) queda como:

dt P

Tomando transformadas de Laplace y designando a L{y(z)} = y(s), tene-
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mos que

P

s4y(3) — 33y(0) _ Szy'(O) _ sy(Q)(O) - y(3) (0) = —ﬁe_as;

como y(0) = 0, ¥/(0) = 0, ¥ (0) = C; y ¥®(0) = C,, entonces

. Cl CQ P@ias
y(s) =3+ 0~ Bl

y, tomando transformadas inversas, se tendra:

0 siz <a,

2 6  6EI 1 siz>a.

y(z) = ﬁﬂ%-@x?’ P (x —a)3u(z — a); u(x—a) = {
Con y(L) =0, y/(L) = 0, se tiene que

o Pb(L? — b?) o Pb(3L? — b?)
L= or2p1 27 9I3EI

y la ecuacién de la elastica toma la forma

_Pb(L* V) 4 Pb(3L*-0%) 5, P

_ = (e — )3 _
y(x) = A2E] ¢ + BISEL © 6EI(£L‘ a)’u(z — a),
es decir,
Ely(z) = —@[Z’)bL(L2 —b?)a? —b(3L% — b?)2® + 2L3(x — a)?u(z — a)]. (16)
Ahora bien,
EIy®(z) = M(z) = Q%[bL(L? S B) — B(3L? — b)a + 2L (z — a)ulx — a)l,
(17)
EIY® (@) = V(z) = — 5 [-b(3L% ~ 1) + 2Lu(x — o), (18)
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y de (17), si z = 0, entonces

_ PbL(L* —b*)  Pab(L +a)

M(0) = 203 202

si x = L, entonces

M(L)=0.
De (18), si = 0, entonces

Pb(3L% — b?)
si x = L, entonces
V(L) = —i[Lz(QL — 3b) + b3].
2L3

Nuevamente de (17), si z = a, se tiene que:

Pb
M(a) = —ﬁ[L(LQ —b%) —a(3L? - b?)].
|
W
,,/ e W)
] _.-;_",:-__’:;-"'? | we——————
Wil :_: 7%
il ¥
=
b, | W)
":{"{L_: " | F
FIGURA 7.

Ejemplo 2. Viga continua con dos claros iguales.
Si eliminamos el apoyo central (figura 8), la idea es aplicar en z = L
una fuerza de magnitud R, tal que regrese nuestra viga a su posicién de
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FIGURA 8.

equilibrio. Entonces,

1 siz=1L,
w(z) = —w+ Ré(z — L), 0(x—L) = {

0 sixz#L.
Por lo anterior, la ecuaciéon diferencial de la eléstica queda como sigue:

dy w R
Gy _ Y s — L
ey oy Al G

con y(0) = y?(0) = 0, y'(0) = Oy, y®(0) = Co, y(L) = 0, y(2L) =0 y
y?(2L) = 0. Tomando transformadas de Laplace obtenemos:

s*y(s) — *y(0) — 5%y (0) — syP(0) — yI(0) = ——— + —=e L.

Al sustituir los valores de las condiciones iniciales, y despejando y(s), se
tiene

()_Q+Q w +Re*3L
Y\ = s2 st FEIs®  EIst

y, tomando transformadas inversas,

C w R
y(z) = Ciz + szg ~ 515" T pp@— DPulz = L),

Sustituyendo y(L) = 0, y/(2L) = 0, y®(2L) = 0, se obtiene el siguiente
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sistema de ecuaciones:

CyL?  wLl? 0
6 24FEI

2C’2L2 wl? RIL?

Cy +

Gt T3 T1emn Y (i)
wl R
C—5prtaoEr =0 (i)
que al resolverse da:
wl3 3wL S5wL
Cl=-—"\ Cy=°—2  R="Z
LVTY I 27 REI’ 4

y, entonces, la ecuacion de la elastica quedard como sigue:

w

—@[L?’m —3Lz3 + 22* — 10L(x — L)3u(x — L)]. (iv)

y(x) =

Si derivamos dos y tres veces la ec. (iv), se obtiene:

Ely®(z) = M(z) = %[SLQ: — 42?2 +10L(z — Lyu(z — L)) (v)

que es la ecuacién de momentos para 0 < z < 2L y

Ely®)(z) = V(z) = %[BL — 8z +10Lu(z — L)] (vi)

que da la fuerza cortante entre 0 < x < 2L.
Si x = L, entonces

L2
M(L) = -2
8
Si M(z) = 0 se tiene que: si * < L, entonces z; = 3L/4; si x > L,
entonces x5 = 5L/4 y x5 = 2L. El momento maximo positivo se presentara
donde V(x) =0, i.e., si ¢ < L, entonces z, = 3L/8, y si > L, entonces
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x5 = 13L/8. Asi que, sustituyendo en la ec. (v), obtenemos

9w L?
M) = o8
ademds, si x = 0, entonces V(0) = R, yierda = 3WL/8y, si x = 2L, entonces

V(QL) = Rderecha N _3wL/8' . .
Las ecs. (v), (vi) y los valores encontrados nos permiten obtener el dia-
grama que se muestra en la figura 9.
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FIGURA 9.
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