Ensenanza

.De qué trata la teoria de
singularidades y catastrofes?

SEGUNDA PARTE

Herminio Blancarte Sudrez”
Lic. en Matematicas Aplicadas,
Facultad de Ingenieria, UAQ

*
SNI-PEIUAQ

15 de julio de 1998

RESUMEN

Continuamos con la presentaciéon de los preliminares de la teoria
de singularidades y catastrofes. Ahora siguiendo unas notas de
E. Bierstone, An Introduction to Singularities of Smoth Functions
[2] y como referencia principal: Stable Mappings and Their Singula-
rities de M. Golubitsky y V. Guillemin [1]. Dicha presentacién es la
continuacién de la primera parte [3] y, como aquella, ésta obedece
a fines meramente didacticos y de divulgacion de esta fascinante
teoria y de estos dos textos cldsicos.

1. INTRODUCCION

La teoria de singularidades de mapeos suaves (vedse [3]) tiene que ver con
el desarrollo local de los mapeos suaves y sus perturbaciones. El problema
fundamental, como es costumbre en matemadticas, es el de clasificar; en
este caso: los mapeos suaves de R™ a RP (después: mapeos suaves entre dos
variedades diferenciables N y P) a través de una relacién de equivalencia
razonable entre estos mapeos. Por ejemplo: ~ es relaciéon de equivalencia
entre dos mapeos suaves f, g: R" — R si existen mapeos suaves h;: R" —
R" y hy: R? — RP tales que f = hyogoh, llamados trasformaciones suaves
de coordenadas. Piense, por ejemplo, en dos transformaciones lineales no
singulares equivalentes [4] T} y T5: R™ — RP, i.e., transformaciones lineales
para las cuales existen trasformaciones lineales no singulares Q: R” — R"
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y P:RP — RP, llamadas transformaciones de cambio de base, tales que
T, = P7'T,Q. Llamaremos al espacio dominio R" la fuente y al espacio
codominio R? destino.
Para simplificar en esta parte, consideraremos solamente mapeos suaves
de
f:R"™ — R!. También supondremos que f(0) = 0.

Observemos que si f(0) # 0, podemos definir una funcién g(z) = f(z) —
f(0), y como f y g son iguales hasta una traslacién a f(0), y como trivial-
mente una traslacion es una trasformacion suaves de coordenadas, dicha g
pertenece a la clase de equivalencia determinada por la f.

Comencemos estudiando justamente el desarrollo local de dichos mapeos
cerca del origen de R, a través de geometria de las fibras o pre-imagenes de
dichos mapeos para pequenas ¢ > 0 (pequenas perturbaciones del origen),

o FUE) = (& = (21,2, ...,2,) € R f(z) = £} (1)

Y particularmente para el conjunto cero (el conjunto de todos los ceros de
la funcién) que denotaremos por Z(f) dado por

Z(f) ={x=(z),29,...,2,) € R" f(x) =0} (2)

Esta manera de estudiar el problema de clasificacion, deberia ser al menos
intuitvamente natural, ya que de esta forma esperariamos detectar la ou-
rrencia de comportamientos arbitrariamente patolégicos o catastréficos de
nuestros mapeos.

Cuando hablamos de mapeos suaves es conveniente utilizar una notacion
compacta, con respecto a las derivadas parciales de tales mapeos en los
espacios euclidianos R™. Asi, se introduce la definicién de un multindice

k a una n-ada de naturales k = (kq,k,,...,k,), donde convenimos que
oK =2 x5y Asi,
olk| OF1+ka++k,
prp=T / (3)

k k k k,, ’
Oz 0x ' 0xy* - - - Oxn

de hecho, el teorema de Taylor de una funcién suave f en una vecindad
del punto a = (a;,aq,...,a,) de radio ¢ > 0y h = (hy,hy,...,h,) con
la — h|| < &, con esta notacién maravillosa se ve de la siguiente manera [6]

fla-h) =3 (ll, > () Dkf(a)hk) . )

1=0 \"* |k|=t
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TN L G 5)

" k|=m+1

R, ., esllamado el residuo de orden m+1,y § = a+t(h—a) con0 <t < 1.

Y definamos
P P!
= — > k.
(k) Kli(p— k) " p = [kl

Como se prueba en los cursos elementales de andlisis matematico (véase
Cap. IV de [5]), Z(f) es un conjunto cerrado para un mapeo continuo,
donde con (X, d) es un espacio métrico y f: X — R un mapeo continuo. De
hecho, el inverso de este resultado también es cierto, i.e., dado un conjunto
cerrado de R" es el conjunto cero Z( f) para algin mapeo continuo f defindo
en X (véanse también Cap. IV de [5], ejercicios 20 y 22). A continuacién
mostraremos la versién para mapeos suaves de éste iltimo resultado.

Proposicion 1. Cualesquier conjunto cerrado de R'™ es el conjunto cero
de un mapeo suave.

Prueba: Sea X un conjunto cerrado de R". Su complemento R — X es un
conjunto abierto que puede ser cubierto por una coleccién {B;: B; es una
bola en R™ e i € N}. Definamos funciones suaves f; de la manera

e>0 size B
filx) = (6)

0 six ¢ B;.
Una forma de hacer lo anterior es, por ejemplo, considerar la funcién

{e4KFU2 sit<1

t) =
Alt) 0 sit>1,

(7)

que evidentemente es suave (vedse [3]). Ahora, con la ayuda del mapeo

lz —all\? - .
p(x) = () con ||z —al = ,|> (z; — @;)?> la norma euclidiana,
T

=1
(8)

el cual tiene las siguientes propiedades: p(x) < 1si x € B,(a) y p(x) > 1 si
x ¢ B,(a). Ademads, el cuadrado sirve para que dicho mapeo sea suave en
una vecindad del punto a, debido a que justamente la norma euclidiana tiene
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problemas de suavidad (diferenciabilidad) en dicho punto. Asi, tenemos que
la composicién de tales mapeos nos sirven para definir tales f;, i.e.,

fi:¢op7 (9)

satisface las propiedades deseables para las f;.
Entonces definamos

oIkl ;
83:’{ (z)

. (10)

> 1
f= ()f donde M. = sup
; ZZMZ 1 2 |k|§z

Observemos que las M, son alcanzadas por olkl /Ox* para algin punto
z € B; (la cerradura de B;), dada su continuidad y la compacidad de B;. As{
también se garantiza la continuidad uniforme de 9%l f,/92* en B; Vk. Por
lo tanto, la eleccién de tales M, garantizan que para todos los multindices
k, dicha serie converge uniformemente (de hecho, es la generalizacién del
argumento de la convergencia uniforme del polinomio de Taylor dada en [3]).
De ahi que se garantiza no sélo la definicion, sino también la suavidad tal

mapeo [y
f(z)=0 Ve e X u

IR

FIGURA 1.
2. EL LEMA DE HADAMARD

Ahora establezcamos un resultado elemental pero demasiado espectacular.
Lema 1 (lema de Hadamard). Si f(x) = f(z1,29,. .., Ty, Tyiqs -5 Tp)
es m-veces continuamente diferenciable tal que

f(0,0,...,O,an,...,xp)=0,
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entonces existen n-funciones (m — 1) veces continuamente diferenciables
g;(xy,... ,xp), tales que

F@) =3 w0i(a). (1)
1=1

Prueba: Es una simple aplicacion del teorema fundamental del calculo y la
regla de la cadena, a saber:

Lof(txy,txy, ...t T
f(xl,gj27_._’x”7xn+17._.,ij):/ ( 1 2 atnﬂ n+1- p) dt
0

(e VOf(twy, g, . o b, @y gy, T)
= in X ETe dt.
i=1

0 %

Asi, podemos definir:

dt ]

T,) = /1 8f(m1atx2w"7tmn7mn+1""’xp)
P 0 Ootz,

7

gi(xy, ...,

Una versiéon un poco mas general del lema de Hadamard es la siguiente
(Lema 6.10 de [1]). Antes recordemos que

Definicién 1. Un subconjunto V- C R es abierto convexo si dados cua-
lesquiera dos puntos p y q en V', todo el segmento que une p con ¢ esta
contenido en V. Es decir, el mapeo a[0,1] — R™ continuo dado por

a(t) =p+t(qg— p) es tal que «([0,1]) C V.
Evidentemente una bola en R", es un conjunto convexo.
El lema 2 es una generalizacién del lema 1.

Lema 2. Sea f:U — R suave con 0 € U C R" abierto convezo, f(0) =0
y (0f/0z;)(0) # 0 Vi = 1,2,...,n. Entonces, existen mapeos suaves: g,
9o, -, 9 U — R tales que para cada x en U

of

= 5.0

F(2) =3 wigs(w):  ademds gi(0)
1=1
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Prueba: Sea x € U, por la convexidad de U, el mapeo ¢: U — R dado por
¢(t) = f(tz), que estd bien definido y

fwy =0 = [ i v G0 =3 agl o)
Por lo tanto, si
gi(x) = ;ggm) it
tenemos que
50)= [ -0t = 50 .

El lema de Hadamard es el resultado mas elemental de los llamados
teoremas de division para los mapeos suaves, i.e., “el algoritmo de Euclides
para los mapeos suaves”.

3. UN EJEMPLO MOTIVANTE

Pensando de manera inversa respecto a la proposicién 1 de la seccion 1,
i.e., respecto a Z(f) esperariamos que nos proporcione informacién sobre
el comportamiento local de un mapeo suave f. De hecho, muchas afirma-
ciones concernientes al desarrollo de un mapeo suave se establecen bajo
ciertas condiciones naturales sobre tal mapeo y sus derivadas parciales. Por
ejemplo, supongamos que tenemos un mapeo suave de una sola variable f
tal que f(0) = 0. Cumpliendo ademds que

F10)=f"(0)=--- = fED)=0 y f™0)#0 VYn=>k,
entonces f puede escribirse como
f(z) = £k, (12)

con respecto a un apropiada eleccion de coordenada x en una vecindad de
origen en la fuente.

A saber, por el teorema de Taylor para nuestro mapeo f, en cada punto
x perteneciente a la vecindad del cero tenemos que:

A0 FEEDO)Y gy (FEVEN i
f(m)_< Rl >Ik+"'+<(2(k—1))!>xz(k 1)+<(2k—1)!)x2k 1
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para 0 < £ < x, o bien, si definimos

F(z,22,...,2% = f(z)
oo () () ()

el £+ lo determinan las derivadas y, escrita la expresién de esta manera,
pretendemos que la expresién entre paréntesis sea positiva. Por otro lado,
F(0,...,0,2%) = f(0) = 0, entonces, el lema de Hadamard establece que

k-1 k—1
F(:L‘,xl,a:Q, .. .,xk_l,xk) = f(x) = Z x,0, = Z z"g,,
n=1 n=1

— :L“k(:ljl_kgl T x2—k92 N x_lgn).

Asi, definamos

(B ()

entonces

9(@) = (M)xk++ (fz:(!()))’ con 9(0) = (fl;c(!O)> >0,

el cual es un mapeo suave en una vecindad del origen evidentemente. Asi,
tenemos que

f(z) = £a*g(x). (13)

Ahora, como g(0) > 0, existe una ¢ > 0 tal que g(z) > 0 Vx € (—6,6) y de
la definicién de la raiz k-ésima tenemos que

gF (z) = er o8 9(@)

es un mapeo suave debido a que e*, logz y g(x) lo son en sus dominios
respectivos. Consideremos el siguiente cambio de coordenadas

por el parrafo anterior dicho mapeo es también suave. Asi finalmente, si
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presentamos (13) como f(z) = i(xgl/k(x))k tenemos

f(z) = £xF | (14)

4. K-DETERMINACION DERECHA FINITA

Por lo anterior, dada nuestra relacion de equivalencia definida al principio,
que ahora llamaremos mas precisamente: f es k-determinada por la derecha
en el origen, i.e., f es equivalente (bajo un cambio suave de coordenadas
del origen en la fuente) a su polinomio de Taylor de orden k en el origen.
Asf pues, dado un mapeo suave f € C¥(Q) para un abierto Q C R”, se
identifica con su polinomio de Taylor de orden k en el origen bajo esta
relacion de equivalencia. Como consecuencia, observemos que en particular
la k-determinacion derecha finita implica que cada polinomio es equivalente
consigo mismo.

5. PUNTOS REGULARES Y CRITICOS
DE LOS MAPEOS SUAVES

Definicién 2. Sea f:R" — R un mapeo suave y a € R". Decimos que a
es un punto regular de f (o no singular). Si la diferencial df, o, en este
caso, el gradiente V f(a) no se anula, i.e., si

i, = Vi@ = (G @ @) 2o

Una caracterizacion de tales puntos es la siguiente.

Teorema 1. Sea f:R" — R suave y a € R" tal que df, # 0, con al menos
(0f /0x{)(a) # 0, entonces existe un abierto convexo U de a y un sistema de
coordenadas suave ¥’ = (x},xh,...,2)): U — R" tal que zi(a) =0Vi# 1y

f(x) = fla)+2i(x) VeeU (16)

Prueba: Sea F:R"™ x R" — R" definida por F(x,y) = (—f(z) + f(a) +
Y15 Y9, - - Yy) - F(a,0) = 0 y la diferencial de F' en el punto (a,0) viene
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dada por la matriz de n X 2n

of of
_6731(&) _ai%(a) 100 --- 0
DF(C%O): 0 0 o1 0 --- 0

la cual es de rango n. Entonces, por el teorema de la funcion implicita
(véase teorema 2.4 de [1]), existen abiertos U de a' y V del 0 en R" y un
mapeo suave ¥’ = (2], ah,...,2,): U — V tales que /() =y Ve € Uy
F(x,2'(x)) =0, i.e.,

F(z,2'(z)) = (=f(z) + f(a) + 21 (2), 25(2), . .., 27, (2)) = O,

lo cual equivale a

z! (r) =0

n

y en particular z}(a) = 0 para i # 1. Y asi tenemos que

f=fla)+2y en U n

6. LOS MAPEOS DE MORSE

Definicién 3. Sea f:R"™ — R un mapeo suave y a € R™ es un punto
critico de f (o singular) si la diferencial df, o, en este caso, el gradiente
Vf(a) se anula, i.e., si

of
0x,

af

Y
O0xq

af

e
ox,,

&, = Vi(a) = (53-(@), 52 (a) @) =0, a7

Definicién 4. Sea f:R"™ — R un mapeo suave y a € R"™ es un punto
critico no degenerado de f si la matriz hessiana

(aing (a)) (18)

es no singular.
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El desarrollo de los mapeos suaves en los puntos cercanos a los puntos
criticos no degenerados es descrito por el lema de Morse. Antes de demos-
trar dicho lema, utilizaremos un resultado preliminar (Lema 6.12 de [1]),
que es consecuencia del lema de Hadamard.

Lema 3. Sea f:U — R suave con U C R"™ abierto convexo con 0 € U y
f(0) = 0. Supongamos que el 0 es un punto critico no degenerado de f.
Asumamos que

92 f

(0) = £5,;.

Entonces existe una vecindad V' del 0 contenida en U y existen mapeos
suaves h;: V — R (1 <1i < n satisfaciendo

o) O =0 v G0 =
b) f(x) = £h?(z) £ h3(x) £--- £ h2(x) VreV. (19)
Lema 4 (lema de Morse). Sea a un punto critico no degenerado de f.
Entonces eziste un sistema local de coordenadas suave (x),25,...,2)) en
una vecindad U de a, tal que zi(a) =0, para 1 < i <mn, y tal que
f:f(a)—x'f—ac’;—---—mf%—mfﬂ—k---—kxﬁ en U. (20)
Si asumimos que a =0 y que f(0) =0, obtenemos que
fz—x'f—m'22—---—x§:+a:;:+1+---+x;j en U. (21)
Prueba: Por (19) del lema 3 y (14), tenemos que
fl@)=+x+x3+---+x2 VzeV, (22)
para un cambio suave de coordenadas: (X;,Xo, -+, X,) en V. Asi, (22) es

una forma cuadrdtica real sobre U C R™. Entonces, por 4.5 de [4] existe un
entero k dependiente iinicamente de f, y existe un cambio de coordenadas
suave: (T7,Y,..., 2}, T} 1,...,T,) tales que

2 2 2 2 2
f=-oy —ay —- =2 +x  +--+x, en U n
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7. PROPIEDADES GENERICAS DE LOS MAPEOS SUAVES

Consideremos el espacio C*°(R™, R). Se dice que una coleccién de mapeos
suaves {f,:f, € C*(R™R) y a € I} posse una propiedad genérica P,
si casi toda la coleccién anterior tiene dicha propiedad en algin sentido
topoldgico razonable. Volviendo al caso de la clasificaciéon de los mapeos
de Morse, la idea fundamental se debe a René Thom y Hassler Whitney.
Para formalizar un poco mas este concepto, establezcamos los siguientes
preliminares.

Espacios de Baire [8, 9]
Sea (X, 7) un espacio topoldgico

Definicién 5. Sean A y B subconjuntos de X. A es denso en B si B C A,
donde A es la cerradura de A.

Definicién 6. D es denso ninguna parte, si para cada abierto U, existe
otro abierto U' C U tal que U' N D = .

Definicién 7. Un subconjunto A C X es de la primera categoria si A =
Unen 4,, con A, cerrados y densos ninguna parte.

Definicién 8. Un subconjunto A C X es llamado de la segunda categoria
o residual, si A no es de la primera categoria, i.e., si N, cnU,, € A con U,
denso y abierto.

Teorema 2 (teorema de Baire 1899). Todo espacio métrico (X,d) com-
pleto es de la segunda categoria.

En general, en los espacios topolégicos en donde los conjuntos residuales
son densos se les llama espacios de Baire.

Asi, en los espacios métricos, se dice que una propiedad P es verdadera
cast en todas partes si es verdadera en un conjunto residual de dicho espacio.
El equivalente a una proposiciéon P verdadera casi en todas partes en los
espacios topolédgicos en general, se dice que dicha propiedad P es genérica,
i.e., si es verdadera en un conjunto residual de dicho espacio.

Volviendo al parrafo inicial, consideremos un conjunto compacto K C R"
y consideremos C*°(K,R) = {f: K — R:f essuave}, la topologia més
natural de que podemos dotar a dicho espacio es la topologia de la con-
vergencia uniforme de las funciones y sus derivadas 7,, también llamada
compacto-abierta. En esta topologia, enunciemos un espectacular teorema,
la versién méas general serd dada en el teorema 4 de la secciéon 9.
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Teorema 3. Sea K C R" compacto y C*(K,R). Entonces el subconjunto
A de mapeos suaves de C*°(K,R), cuyos puntos criticos son todos no de-
generados y que tienen distintas imdgenes, es abierto y denso en 1., i.e., A
es residual en C*°(K,R).

En vista del teorema anterior, el lema de Morse provée una clasificacién
completa hasta un conjunto residual de estos mapeos suaves en C*°(K,R),
i.e., dichos mapeos poseen una propiedad genérica en C°(K,R) con la
topologia compacto-abierta. A estos mapeos se les llama mapeos de Morse, y
asi podemos establecer que los mapeos de Morse son genéricos en C*°(K,R)
en esta topologia.

8. LA NO DETERMINACION DERECHA FINITA

En el caso de variable compleja, cualquier mapeo suave es finitamente de-
terminado en un punto critico de su dominio, debido a que la contraparte
de suave ahora es ser analitico y por definicion f es analitica si tiene un
desarrollo en series de Taylor en cada punto de un dominio abierto de C;
asi, como consecuencia del lema de Hadamard, obtenemos la determinacién
derecha finita de tal mapeo. No obstante, en variable real se mostrd en la
primera parte de esta presentacién (véase el ejemplo 10 de [3]), que no
todo mapeo suave es analitico. A tales mapeos, diremos que no tienen k-
determinacion derecha Yk € N.

9. ESTABILIDAD

Para definir la estabilidad de un mapeo suave, establezcamos los siguientes
preliminares.

La topologia de Whitney en C*°(R™, RP)

Volvamos a la seccién 5 y establezcamos una generalizacion de la topologia
compacto-abierta. Para ello, primero definamos los denominados Jets.

Sean U y V abiertos de R"™ y RP, respectivamente, y sean fy g:U — V
suaves y x € U.

Definicién 9. f y g son k-tangenciales en el punto x si
Dif(z) = Dlg(z) VIEN" con |l|<k v f(z)=y. (23)

De esta manera, establecemos la siguiente relacién de equivalencia que de-

notaremos por ~ .. ., en C°(U,V) de la siguiente manera: f ~; ., . ¢



H. BLANCARTE SUAREZ

si son k-tangenciales en el punto x. A las clases de equivalencia de este
espacio cociente, le llamaremos un k-jet de un mapeo suave f de U a V,
con fuente x y destino y. Al espacio cociente correspondiente lo denotamos
por J*(U, V)4 ¥ es el conjunto de k-jets de U a V, con fuente x y destino

y. Asi z € JKU, V),
mos que z es el k-jet de f en x, y escribiremos z = J¥ f(z). Podemos asi

identificar a J*f(x) con la expansién de Taylor de orden k de f en z, en
palabras diremos que:

si z pertenece a la clase de equivalencia de f, dire-

Definicién 10. J*f(z) consiste de todas las funciones suaves de U — V
cuyo desarrollo de Taylor en el punto x coincide con el de f, hasta orden k.
Ahora definamos la unién disjunta de los J*(U, V), como el conjunto

JHU V) = U R0 V), (24)
vev

A través de funciones coordenadas inducidas de las coordenadas usuales
de R™ y RP, respectivamente (véase [2] para los detalles), dichas funciones
definen una estructura de topologia producto en el espacio: J k(U , V') de los
k-jets, como

JEU, V) =U x V x J*¥(n,p), (25)

donde J*(n,p) es un espacio vectorial de dimensién finita donde

T f(@) = {a. f(@). (D @ess |

U<k
Asi, definamos la topologia de Whitney C*° de la siguiente manera
Definicién 11.

i) Consideremos C*>°(R"™, RP)
ii) Para un entero k fijo. Sea U C J¥(R™ RP) como en (24). Denotemos
por

MU) ={f € C*(R",RP): J*f(R") Cc U}. (26)

Observacion: M(UNV)=MU)NM(V).

Si U es un abierto en J*(R™ RP), entonces {M(U):k € N} forman una

base para una topologia, que llamaremos la topologia de Whitney C°.
Dentro de las propiedades que se pueden destacar respecto a esta topo-

logia son las siguientes:
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Teorema 4. C*°(R", RP) es un espacio de Baire en la topologia de Whitney
C°°. Comparese con el teorema 3.

Teorema 5. f, — f en la topologia de Whitney C*° si y sdlo si existe un

subconjunto K compacto de R"™ tal que kan — JEf uniformemente sobre
Kyf,=fenR"KYYn>N para alguna N € N.

Corolario 1. Si C*°(K,RP) donde K es compacto de R", la topologia
compacto-abierta y la topologia de Whitney C°° coinciden.

En este sentido, decimos que la topologia de Whitney C° es una gene-
ralizacion de la topologia compacto-abierta.

Mapeos equivalentes

Teorema 6 (teorema de la funcién inversa). Sea U C R" abierto y
pcU ysea p:U — Rang C R tal que ¢ € CF(U,R™) con Ran ¢ abierto.
Ademds, supongamos que de, es invertible, entonces existe un abierto V. C
Ran ¢ de ¢(p) y un mapeo : V — U conp € CF, tal que poip(y) = Id(y) =
yVyeV ypop(xr)=xVrep(V).

Definicién 12. Sea f:U C R" — Ranf C R" con f € C*U,R") in-
yectiva. Decimos que tal mapeo es un difeomorfismo si existe un abierto
V C Ranf y un mapeo suave f~1:V — Rang, con f~! € CF, tal que
flof(x)=Id(x)=2zVzeUvy fofl(y)=1Idy) VyecV.

Ejemplo 1. En términos de difeomorfismos, enunciaremos el teorema de la
funcion inversa diciendo que: si un mapeo f satisface las hipétesis de dicho
teorema, entonces f es localmente un difeomorfismo para cada punto de U.

Ejemplo 2. f(z) = 2%. Dado que f/(0) = 0, el teorema de la funcién
inversa no garantiza que dicho mapeo sea un difeomorfismo. De hecho no
lo es, ya que el teorema 6 establece que f € CF es localmente invertible
siy sélo si f71 € CF. Asi que si F~! existe y f~! o f = Id, entonces
df 71 (f(x))-df (r) = Id = df es invertible en una vecindad del cero, lo cual
es una contradiccién, a pesar de que f~1(y) = {/y existe, pero no es suave.

Ejemplo 3. Pero no obstante, f.(z) = x3 + ex para 0 < |g] < 1, ya
que fL(0) = e # 0; por el teorema de la funcién inversa, este si es un
difeomorfismo.

Definicion 13. Sean f y f' mapeos en C°(R™,RP). f es equivalente a
f! si existen un difeomorfismo g:R" — R"™ y h: RP — RP tales que el
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diagrama
rR" L Rr
g | L h
R" — RP
f/
conmuta, 1.e.,
hof=f'og, (27)

i.e., son iguales salvo difeomorfismos.

Definicién 14. Sea f € C°(R", RP). Entonces f es estable si eziste una
vecindad Nf de f en la topologia de Whitney C™, tal que para cada f' € Nf,
f! es equivalente a f. En otras palabras, diremos que f es estable si f se
comporta igual en toda una vecindad de ésta en las topologias de Whitney,
salvo difeomorfismos.

Comparese la definicion anterior con relaciéon de equivalencia dada al
principio de la seccion 1.

Las funciones de Morse, ejemplo de mapeos estables

Lo anterior se sigue inmediatamente del lema de Morse y de (14) de la
seccion 3. Ilustremos lo anterior con el mapeo f: R — R dado por

fx) = a?,
y las pequenas perturbaciones de la f, como
f.(z) =2®+ex para 0<|e| <1,

que no alteran el comportamiento de la f, salvo difeomorfismos locales,
i.e., 2 es un mapeo estable. En este caso, consideremos las ecuaciones pa-
ramétricas de la pardbola y de dichas perturbaciones f, f.: R — R? dadas
por f(t) = (t,t?) y f.(t) = (t,t? + et), respectivamente. Y definamos los
difeomorfismos g: R? — R? como g(t,,ty) = (t,t,—/2) y h: R? — R? por
h(t),ty) = (ty,ty+€2/4), que cumplen (27) trivialmente (vedse la figura 2).
De hecho, también es cierto que si un mapeo es estable es de Morse con
valores criticos distintos.



TEORIA DE SINGULARIDADES Y CATASTROFES II

FIGURA 2.

f(x) = 23 como un mapeo suave inestable

Al contrario del mapeo f: R — R, dado por

f(z) =a?,
en el cual el cero es un punto critico degenerado ya que
£0) = £"(0) =0,
y sus perturbaciones como
f.(z)=2%+ex para 0<leg| <1,

que dicho sea de paso, como f!(x) = ¢ son difeomorfismos locales, pero no
se comportan localmente como f(z) = 23, i.e., para f y f.(x) no existen
difeomorfismos h y g tales que ho f = f,og ya que, de existir tales mapeos,
entonces f = h™! o f. o g es un difeomorfismo y entonces f~1(y) = (g1
f= o h)(y) = ¥y es suave, lo cual es una jcontradiccién!

Es razonable requerir que los mapeos que sirven para modelar las aplica-
ciones fisicas sean estables, debido a las imprecisiones de las observaciones
que se realizan al construir dichos modelos; la inica propiedad fisica signi-
ficativa de estos mapeos es que sean cualitativamente invariantes bajo estas
pequenas perturbaciones. Desde este punto de vista, el lema de Morse pu-
diera proveer una descripcién local suficientemente completa de los mapeos
suaves.

o
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FIGURA 3.

10. FAMILIAS DE DEFORMACIONES

René Thom ha enfatizado que tanto en matematicas como en las aplica-
ciones a la fisica, el interés no es tratar sélo con mapeos suaves indivi-
dualmente, sino con familias parametrizadas o deformaciones de mapeos.
Singularidades degeneradas aparecen naturalmente en la clasificacién de
dichas familias de funciones.

Por ejemplo, aunque la funcién f(z) = x° no es estable, la familia a un-
pardmetro f;(x) = 23 + tx es una familia de funciones estables, como se
observoé en el parrafo anterior.

El estudio de todas las posibles deformaciones de una singularidad dege-
nerada, la cual es determinada derecha finita (o equivalentemente de codi-
mensién finita), induciendo un “desdoble semiuniversal” del cual todas las
deformaciones pueden ser obtenidas.

R. Thom hallé siete catéstrofes elementales [10], las cuales estan asocia-
das a desdobles semiuniversales de una singularidad de “codimensién” a
lo méas cuatro (i.e., el cual admite un desdoble semiuniversal en a lo més
cuatro parametros). Existe una clasificacién finita de estas funciones con
puntos criticos no degenerados. Una clasificacién similar es posible en co-
dimensién cinco; pero en codimensién a lo mas seis, las formas normales
locales contienen necesariamente parametros o “moduli”.

Las familias de funciones a cinco parametros localmente estables son
genéricas. Estas familias son localmente desdobles semiuniversales de las
singularidades de codimensién a lo mas cinco.

3
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FIGURA 4.

Si k£ > 6, las familias de funciones localmente estables a k-parametros
definidas sobre variedad suave no son densas en el espacio de todas las
funciones sobre dicha variedad.

La teoria de singularidades de mapeos suaves fue desarrollada en seis
articulos fundamentales de John Mather, usando su generalizacién del teo-
rema de divisién de Bernard Malgrange.

Estas notas, termina diciendo Edward Bierstone en su introduccion, se
derivaron de un curso que impartié en la Universidad de Toronto entre
1977-1978. Mucho del material estuvo basado sobre notas no publicadas

pero extensamente distribuidas de John Mather sobre “equivalencia dere-
cha”.

11. DIAGRAMAS DE LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES
Establezcamos primeramente las siguientes definiciones y resultados [10].

Definicién 15. Sean f,g € C*(R",RP) y x € R"™. Decimos que f,g son
equivalentes en x y escribiremos: f ~. g si existe un vecindad W C R" de

x tal que f | W =g |W.

Definicién 16. Al conjunto cociente determinado por la relacion de equi-
valencia anterior lo denotaremos por €(n,p) y a las clases de equivalencia
correspondientes les llamaremos gérmenes. Asi, el gérmen de un mapeo
suave de R"™ en RP en un punto x, es la clase de equivalencia de todos
los mapeos suaves de R™ en RP, que son equivalentes. Convengamos, en
utilizar la misma notacion para un gérmen y el mapeo representante de la
clase correspondiente.
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Definicién 17. Sip =1 y x = 0, simplemente denotaremos:

e(n) = {f: f es un gérmen en 0 de los mapeos suaves de R™ en R} (28)

Teorema 7. £(n) es un algebra local con dnico ideal maximal m(n), donde

m(n) = {f € e(n): f(0) = 0} (29)

Definicién 18 (Def. 11.11 [10]). Sea f € e(n) con f(0) =0 y Df(0) =
0 es llamada una singularidad. Y denotemos por 3 ; el conjunto-gérmen
definido por

Zf = {x e R":Df(0) :0}.

i.e., >y es el gérmen en 0 de un subconjunto de R™.

Definicién 19 (Def. 14.1 [10]). Sea n € m(n) una singularidad. Un
desdoble a r-parametros o deformacién de n es un gérmen f € m(n+r) tal
que f | R™ =n. Y se denotd por (r, f).

Definicién 20 (Def.14.11 [10]). El co-rango de una singularidad n €
m(n), que denotamos por corankn es el corank((‘??n/@xiaxj(O)), ie., esel
co-rango de la matriz hessiana de n en cero, o bien, es la forma cuadratica
dada por el 2-jet.

Lema 5 (Lema 14.15 [10]). Si la codimensidn de n es finita (finitamente
determinada) entonces

dim(m(n)/m(n)/(0n)) = codimn + n.

La teoria de las catdstrofes elementales es local por naturaleza, de ahi
que es una familia de funciones potenciales V,: X — R, donde X es un
subconjunto de R, conteniendo una vecindad del origen, y los parametros
u definidos en un subconjunto abierto U C R". Asumiremos que X = R".
Una catéstrofe en particular determina un gérmen n € m(n)? (i.e., un
gérmen 7: (R™,0) — (R,0), Dn(0) = 0) el cual es un desdoble a un gérmen
(r,f), f € m(n + r). Las coordenadas en R" del desdoble n son ambos
parametros externos al modelo.

Se dan a continuacién una serie de definiciones: Un régimen local, un pro-
ceso, un punto reqular, un punto castatrofico, la morfologia de una catdstrofe
y el conjunto catastrofe, destancando los siguientes conjuntos.
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Definicién 21. Dada una singularidad n y su desdoble f
Zf:{(m,u)GR”XU:de(:c,u):O}, (30)
donde dy f(—,u) =d(f | R"z{u}).

Definicién 22. Para cada u, los puntos de 3 restringidos a R X {u} dan
el minimo y mdzimo locales (regimenes) de f en wu.

Ay = {(w, u) € Zf: d f(z,u) es degenemda} : (31)

Asumiendo (Capitulos 15 y 17 de [10])

Si ) es un singularidad con codimensién < 4
codimn < 4 < dimm(n)/(0n) <4
m(n)® C (9n/dz;) = m(n)® C m(n)(dn)

71 es 6-determinada.

Obtenemos el

Teorema 8 (Teo. 15.1 [10]). La regla de la siete catdstrofes ele-
mentales de Thom. Salvo la adicion de una forma cuadrdtica en otras
vartables y multiplicacion por +1, una singularidad de 1 < codim < 4 es
equivalente derecha a una de las siguientes.

FEl doblez
n=a’,
codim = 1.

Desdoble universal:

f(z,u) = 23 + uz,
Zf = {(z,u): 32 + u = 0},
Ap={(0,0)},
D, ={0}.
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FIGURA 5. El doblez..

La cuspide

n=at,
codim = 2.
Desdoble universal:
f(z,u,v) = 24 — ux?® + va,

.o Zf:{(x,u,v):4x3—2ux+11:0},
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Ay = {(m,u,v) sz:12x2—2u:0},

D, = {(u,v): 27v? = 8u?}.

FIGURA 6. La cuspide..
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La cola de golondrina
n=a’
codim = 3.
Desdoble universal:

flx,u,v,w) = 2° 4+ ux® + va? + wz,

Zf = {(z,u,v,w): 5x* + 3ur? + 2vxr + w = 0},

_ . 3 _
A= {(x,u,v,w) € Zf.2()w + 6ux + 2v = 0},
Dy = {(u,v,w): 3z tal que 524 + 3ux? + 2vr +w =0
y 2023 + 6ux + 2v = 0}.

FIGURA 7. La cola de golondrina..
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El umbilico hiperbolico
n=a’+y’,
codim = 3.
Desdoble universal:
flz,y,u,v,w) = 23+ y3 + wry — uxr — vy,
Zf = {(z,y,u,v,w): 32% + wy —u = 3y> + wy — v =0},

6 w
A= (a:,y,u,v,w)ezf:det =0,

w6y
Df = {(’UJ,U,QU)IE'(SC,Z/)
con u=3x>4+wy, v=3>+wy w?= 36zy}.

1

¢ LW = cahglanie ]

FiGURA 8. El umbilico hiperbdlico..
El umbilico eliptico

n=a’ -y,

codim = 3. .
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Desdoble universal:

3
x
fla gy vw) = 5 = oy + (@ +y?) — ua - vy,

Dy = {(u,v,w): 3z,y

2

tales que u = 22 — y2wx, v= —2zy+ 22wy, z>+y’= w2}.

FIGURA 9. El umbilico eliptico..

La mariposa
_ .6

77 =,
codim = 4.

Desdoble universal:
f(x7y7 u,v,w,t) - x6 + ta:A + U$3 + UCEQ —+ wx.

Consideremos un reloj de D;. Fijando (u,?), la interseccién de de Dy con
el plano v—w genera una curva. Moviéndonos alrededor del circulo unitario
¢: %+ en el plano u-t, se obtiene el diagrama de la figura 10.
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FIGURA 10. La mariposa..
El umbilico parabolico
2 4
77 =T y + y )

codim = 4.
Desdoble universal:

f(z oy, u,v,w,t) = 22y + y* + wa? + ty? — uz — vy.

El reloj de D se muestra en el diagrama de la figura 11.

Para finalizar, de la misma referencia [10] extrajimos la siguiente apli-
cacion.
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FIGURA 11. El umbilico parabdlico..

12. ESTABILIDAD—TIEMPO

La teoria discutida anteriormente depende de la clasificacién de los gérme-
nes estables salvo equivalencia.

Un hecho significativo es que los gérmenes de un difeomorfismo arbitrario
sobre un abierto U son permitidos. Supongamos que U puede ser foliado
por subespacios de tiempo constante, entonces existen coordenadas sobre
U donde uno de los ejes es el tiempo. Se insiste que cualquier cambio de
coordenadas en U permite mapeos de tiempo constante si se hace constante
la variable temporal. Los mapeos que resultan equivalentes en este sentido
son llamados t-equivalentes y los estables son llamados t-estables.

Asi es posible dar una clasificacién de los mapeos t—estables. La clasifi-
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cacion para las catastrofes elementales que resulta es mas grande, pero atin
es finita para dimensiones bajas. Un desdoble t— estable de la ctspide es

f(z, u,v,t) = 2* + uz? + to + uzr + vz,

donde el eje del tiempo tiene coordenada t. Un desdoble donde el tiempo
corra a lo largo del eje u y tangente al punto cispide pudiera no ser estable y
as, si el desdoble modela algin fenémeno natural, D, puede ser un conjunto
catastrofe, i.e., un conjunto de puntos no regulares en U. Un diagrama de
Df se muestra en la figura 12. La intersecciéon con los planos de tiempo
constante también se muestran en la figura.

FIGURA 12.

Por ejemplo, para un animal, alimentarse es restaurar sus reservas de
energia quimica y es el proceso regulativo mas fundamental. Dicho proceso
también es periddico, de ahi que se puede describir por medio de un ciclo,
que llamaremos el ciclo-predacion.

Aqui nos encontramos con una dificultad fundamental: predacién im-
plica la presencia de una presa, esto es, la existencia de un ser externo al
propio animal. Alimentacién es fundamentalmente engullir una presa intro-
duciéndola en el organismo (la phagocytosis para los organismos unicelu-
lares). De ahi que al describir el ciclo-predacién, usamos la més simple de
las catastrofes para describir la captura, la catastrofe Riemann-Hugoniot
(la cuspide). El ciclo-predacién es un circulo unitario en el wv-plano de
desdoble

4 uxQ

v=" 4" 4o
4 2
Este circulo se encuentra con la curva 4u3+27v% = 0 que se bifurca en dos
puntos J, K. En J aparece un minimo nuevo: un actor. En K aparece nue-
vamente otro actor capturando al anterior, K es un punto catastréfico para
la captura. Pero si continuamos describiendo el circulo unitario (C'), vemos
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que, después regresa el predador a un estado-hambriento jconvirtiéndose en
su propio predador!

Esta afirmacion aparentemente paraddjica puede en realidad implicar la
explicacién de una cantidad considerable de hechos en mitologia (The Wer-
wolf ), en etnologia (rituales de cacerfa implicados en la simulacién general
del predador por los cazadores), en el pensamiento mégico en general. ..

FIGURA 13. De Un esquema de dindmica global para embriologia de vertebrados, por René
Thom. “el gato cazando al ratén”..

Agradezco la revisién cuidadosa y las sugerencias del referi.
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