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RESUMEN

En esta primera parte presentamos los preliminares necesarios para
introducirnos en la teoria de Singularidades y Catéastrofes, vista
ésta desde un punto de vista elemental, haciendo énfasis en los
resultados basicos de Célculo y Anélisis Metematico.

LAS SINGULARIDADES DE LAS FUNCIONES DE VARIABLE REAL

Si recurrimos a un diccionario la palabra singularidad significa: cualidad
de singular o caracter o cosa que hace singular a alguien o a algo, o bien,
particularidad. Pero en matemaéticas, ;qué significa una singularidad? Es
en los primeros cursos de cédlculo diferencial e integral donde aparece por
primera vez el concepto de singularidad de una funcién dada. Este término
se emplea para denominar a las discontinuidades de la funcién, es decir,
el caracter singular o la particularidad de la funcién; dicho en lenguaje
coloquial “lo no esperado o no deseado” o, parafraseando a un profesor,
“las indecencias del comportamiento de la funcion”.

Dichas singularidades se clasifican en dos tipos, a saber: las remouvibles o
evitables y las esenciales (vedse por ejemplo Courant-John).

Pero para enteder lo anterior comencemos desde el principio.
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Preliminares

Definicién 1: z; es un punto limite de E C R si Ve > 0 la vecindad o
entorno de radio xy, que denotamos por (zy —e,zy+¢) o V.(zy) = {y €
R:zy —ec <y < zy+c}, contiene al menos un punto y de E con y # x,
tal que y € (xy —e,x5+¢), es decir,

(g —e,29+)NE —{z} # 0. (1)

Observemos que (1) quiere decir que la vecindad agujerada de z, siempre
intersecta al conjunto E en al menos un punto y. Asimismo, dicho punto
x( no necesariamente pertenece al conjunto E. Para comprender mejor esta
definicién veamos algunos ejemplos.

1) Si E = (0,1), el punto z; = 1 es un punto limite de E, ya que si
tomamos una ¢ > 0, arbitrariamente pequena, i.e., 1 > ¢ > 0 y si definimos
y =1—¢/2, es decir la media aritmética de los nimeros: 1 y 1 — ¢, dicho
nimero posee las siguientes propiedades

€ €
0<l—=x1 y l—e<l—=<1+¢,
2 2
y asi,
<O71)m(1_671+€)_{1}7&@7
La definicién 1 dice que debemos mostrar (1), Ve > 0, jqué ocurre con las
e>17
Para finalizar este ejemplo afirmamos que también el 0 y, en realidad,

cualquier punto interior z, tal que 0 < z < 1, es también un punto limite
de F, ;jpodria el lector intentar mostrar dichas afirmanciones?

2)Si E = (0,1)U{2}, el 2 no es un punto limite de E. A saber: si suponemos
que lo es, para una 0 < € < 1 en particular, se tendria que

(2-c,24)NE— {2} £0),
por lo tanto existe al menos un punto
ye(2—-¢e2+e)NE—-{2} CE ie. yeE e y#2

que es equivalente a decir que y #2y 2 —e < y < 2 + ¢, pero esto quiere
decir que
1=2-1<2—-e<y<2+e<2+1=3
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o bien que

1<y <3,
es decir que y ¢ F, lo cual es una contradiccién, por lo tanto: el 2 no es un
punto limite de F.

Las singularidades removilbles o evitables

Ahora consideremos una funciéon f definida en su dominio de definicion
D(f) € R, que toma valores en R, es decir, f: D(f) — R. Un punto
limite x, de D(f) es una discontinuidad o singularidad de f, si definimos
previamente f(x,) = L para algtin real L y

lim f(x) # f(x) (2)

T—X(

. Cuales son las llamadas singularidades o discontinuidades removibles o
evitables?

Definicién 2: z; es una singularidad removible o evitable de f, s:

Existe lim f(x) =L, talque L # f(xg). (3)

T—X(

De hecho, se puede encontrar una caracterizaciéon que hace “operativa”
dicha definicién, a saber:

Teorema 1: z, es una singularidad removible o evitable de f si y sdlo si
existe una funcion F' y una 6 > 0 tal que F:Vs(xz;) — R es continua en

Vs (o)
o flz) siz#ux

L sl x = x

(4)

Este resultado establece en el lenguaje coloquial que “si x; es una singula-
ridad removible f, entonces el comportamiento local de la f en el punto z
es el mismo que el comportamiento local en torno del punto de una funcién
F' cuya regla de correspondencia no tiene problemas de evaluacion en di-
cho punto z,, es decir F' es continua en el punto z,”. Este hecho es lo que
justifica el nombre de removible o evitable (véase la figura para tener una
idea geométrica).

Demostracion.

f(x) = L, para una € > 0 dada, existe
una 0’(e,zy) > 0 (dependiente de z y de ¢). Consideremos dicha § =0’ y

La necesidad: como existe lim,_,,
0
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definamos a F' como en (4); resta probar que dicha funcién F' es continua
en x, es decir, que

xli_)n;g F(x)=F(xy,) =L, (5)
pero si z € V5(zy) — {zy}, en dicho punto coinciden las funciones f y F'y,
por la definicién de limite, tenemos que: € > |f(x) — L| = |F(x) — L| = 0.
Asi hemos establecido (5).

La suficiencia: Tomemos una € > 0 arbitraria. Lo que tenemos que mostrar
es que existe una 0(xy,e) > 0 tal que si z € Vys(zy) — {z,}, entonces ¢ >
|f(z) — L| y L # f(xy). Pero sabemos que la funcién F, definida en (4)
es continua en z; en particular, para dicha € > 0 tenemos que existe una
8'(g,zy) > 0 tal que si z € V() (ndtese que dicha vecindad ya no esta
agujerada, i.e. el propio punto z puede ser incluido), entonces

|F(z) — L] <e, (6)

por lo tanto, si tomamos la § buscada como § = ¢’, tendremos en particular
que se establece (6) para aquellos puntos x € Vy(x,)—{z}; y evidentemente
L # f(zy), ya que estamos suponiendo que f no es continua en . ]

Hablamos del caracter operativo del teorema anterior en el siguiente sen-
tido.

Cuando se trata de calcular limites de funciones en algunos puntos donde
la funcién no es continua, o en nuestro contexto, donde la funcién tiene una
singularidad remouvible o evitable, lo que en realidad estamos encontrando
es la funcién F' definida en (4), y el calculo de dicho limite se reduce a
evaluar simplemente la funcién F' en dicho punto, ilustraremos lo anterior
con algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Calculemos si existe el lim, (2% — 4)/(z — 2). Como (z2 —
4)/(x—2) = x+2 six # 2, la funcién continua F' en una vecindad de z = 2
propuesta la definiremos para una § > 0 como F: V3(2) — R, esto es:

r+2 sixF#?2

4 six =2,

Flz) = {

en virtud del teorema 1, podemos decir que el lim, (2% —4)/(z —2) existe
y lim, (22 —4)/(x —2) = F(2) = 4.

Ejemplo 2. Calculemos si existe el lim;,_,,(va + h—+/a)/h. Otra vez, este
problema depende de nuestra habilidad para encontrar una F' continua en
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una vecindad de h = 0. Por &lgebra elemental sabemos que:

Va+h—ya 1
h  Va+h+a

considerando una 0 > 0 suficientemente pequena definamos F: V5(0) — R
como

si h#0;

1
———— sih#0
Va+h+/a sih7

1
2\/a
Como dicha F' es continua en h = 0, por el teorema 1, podemos concluir
que

F(h) =
si h =0.

fi VTR =/

existe
h—0 h

lim ”a+ vath=va_ pey—_1

h—0 - 2\/6 '

Las singularidades esenciales

Las singularidades esenciales las definimos como las singularidades que no
son removilbles o no son evitables, es decir,

Definicién 3: z, es una singularidad esencial de f, si:

lim f(z) no existe, (7)

T—XT(

es decir, no es posible encontrar un numero real L, tal que f(xy) = L y
lim, ., f(z)=L.

Se clasifican en: singularidades finitas y singularidades infinitas.

A continuacion exhibimos un ejemplo de una singularidad infinita.

Ejemplo 3. Consideremos la funcién

f:(0,1) = R,

ooocl) YY)
oo | e00
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esta funcién es continua en todo el intervalo (0,1), y el cero es un punto
limite de dicho intervalo; por lo anterior, podemos preguntarnos si el cero
es una singularidad removible o evitable de la funcién f. Supongamos que
lo es, es decir, que existe una § > 0 suficientemente pequena y una funciéon
F| y tomemos un numero real arbitrario L tal que:

F:V5(0) - R continua,
{ 1 siz#0
L six=0,

F(x) =

es decir, que
lim F(x) = L = F(0),

z—0

pero dicha definicién deberia cumplirse Ve > 0. En particular, si tomamos
una € = |L|/2, debe existir una 6(0,|L|/2) > 0, de manera que si tomamos
una z con 0 < |z — 0| = |z| < 4, entonces

1o 1L
Fz)—-L|=|--1|<=X
Fla)- L= |- L] <5,

pero como
1 1 1 L
el Yt
Ed x x 2

se establece que

L<|Ly< 1
2= 2 x|’
0 que
2
L>ﬂ7é0, VL e R (8)
X

(puesto que dicha L fue arbitraria). Lo que afirma (8) es que “existe un
ntimero real positivo llamado (2/|z|) que es arbitrariamente pequeno”. Pero
evidentemente esta afirmacién es una contradiccion a la propiedad arquime-
diana de los nimeros reales, la cual afirma justamente lo contrario, es decir,
“en lo niimeros reales no existen niimeros que sean infinitamente pequenos,
ni infinitamente grandes”.

Dicha contradiccién se debe a haber supuesto que el cero es una singula-
ridad removible o evitable de la funcién f(x) = (1/x). Por lo tanto, el cero
es una singularidad esencial de tipo infinita para esta funcion.

Para finalizar, exhibamos una singularidad esencial de tipo finito.
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Ejemplo 4. Consideremos la funcién f: R—{0} — R con f(x) = sen(1/x).
Como cero es un punto limite del dominio de definicién, supongamos que
existe una funcién F' y una § > 0 suficientemente pequena definida por

F:V5(0) - R continua

tal que
sen(l/z) sixz#0

F(x):{L siz = 0;

pero si tal F' es continua en x = 0, tendrfamos que lim,_, F'(x) = F(0) = L,
es decir, el punto L deberfa de ser uinico (la unicidad del limite) sin importar
la forma de acercarnos al punto = = 0. Por lo tanto, nos acercaremos a x = 0
de dos formas distintas.

La primera es por medio de los puntos x,, = 1/nm que tienden al punto
x = 0 cuando la n crece, pero si evaluamos la funcién en dichos puntos
obtenemos )

F(z,) F(mr) sennm = 0.

asi concluiremos que L = 0. Pero si ahora nos acercamos al 0 por puntos
de la forma z,, = 1/(n + 1/2)7, nuestra F' evaluada en dichos puntos es

1
F(x"):F<(n+1/2)77> :sen(n—{—%)W:j:l:L.

Lo anterior es una clara contradicion a la unicidad del limite L. Por con-
siguiente, el cero no puede ser una singularidad remouvible para dicha f, y
asi dicha funcién tiene una singularidad esencial del tipo finito.

LAS SINGULARIDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES DE UNA VARIABLE REAL
Preliminares

Sea f una funcién derivable definida en un intervalo abierto (a, b), que toma
valores en R. La funcién derivada f' la definimos como:

f'(a,b) = R por z— f'(x), (9)

donde f'(z) = lim,_,4[f(z + h) — f(z)]/h; es decir, la funcién que a cada

punto x de (a,b) le asociamos su derivada en ese punto, f'(x).
Observemos que dicha asociacién nos define realmente una funcion, ya

que la derivada en un punto x, f’(x), estd univocamente determinada,
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debido a que ésta se define a través de un limite que es unico cuando
existe. También es importante mencionar la necesidad de hablar de inter-
valos abiertos (a,b) para definir la nocién de derivabilidad, puesto que en
los puntos extremos a y b no tendrian sentido los limites

fla+h) - f(a)

}llli% Y para a <h
y

lim fb+h) - f(b), para h <b

h—0 h

a menos que pensaramos en los limites unilaterales, pero este no es el caso.
A continuacion estableceros algunos resultados utiles.

Definicién 4: M (m) es un maximo (minimo) local de f en un punto z,
si existe una § > 0 suficientemente pequena tal que f(x) < M [f(x) >
m] Vx € Vy(z,), respectivamente, de la funcidn, es decir, con los valores
mdazrimos o minimos de ésta. A dichos valores se les conoce como valores
extremos de la funcion y su caracterizacion se establece en el siguiente
teorema.

Teorema 2: Sea f:(a,b) — R derivable y M un valor extremo de f en
z € (a,b), entonces f'(xy) = 0.

Demostracion. Supongamos que dicho valor extremo M es un mazximo local,
es decir, existe una § > 0 con f(z) < M = f(z,) Va € Vi(x,). Ahora, en
tal intervalo tomemos un punto x del lado izquierdo de z, i.e., x5 —§ <
x < xy, y consideremos el cociente de Newton [f(x) — f(zy)]/(z — z;).
Por el teorema del valor medio, existe una ¢ con z < ¢ < z; y tal que
() = [f(z) = f(zy)]/(z — zy) > 0. Por lo tanto, si tomamos el

L F@) = f(y)

zTzg T — X

= ['(2p) 2 0.

Anélogamente procedamos para los puntos x a la derecha de z, i.e.,
Ty < x < 3+ 0 y una vez mas, por el teorema del valor medio, existe una

(€ (20,19 + ) tal que f(C) = [f(x) — F(2)]/(x — ) < 0. Asi
T~ fg)

x|z T — I

= ['(zp) <0.

Por lo tanto,

f'(zy) = 0. .
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Es menester mencionar la caracterizacién de la funcién derivada f’. A
saber: si la funcién derivada f’ estd definida en todo un intervalo, tiene una
propiedad en comin con las funciones continuas definidas en un intervalo,
es decir, adoptan los valores intermedios, mas precisamente.

Teorema 3: Supongamos una funcién f:(a,b) — R derivable, tal que
f'(x) > X > f'(y) para puntos x,y tales que a < x < y < b y algina
A real. Entonces existe £ € (z,y) tal que f'(§) = \.

Demostracion. Definamos una funciéon g: (a,b) — R por g(z) = f(z) — Ax.
Dicha g es derivable puesto que f y la multiplicacién por la constante A lo
son. Entonces ¢'(z) = f'(z)—\ > 0; por lo tanto, existe un punto ¢; € [z, y]
tal que g(t;) > g(z), ya que de lo contrario: si ¢g(t;) < g(z) para todos los
puntos t; € [x,y], entonces

9(t) — g(z)
ty—x

0>

y por la regla del sandwich para los limites tendriamos que

0> lim 9(t) —g(z) _

t]"x tl — X

i.e., 0 < g'(z) < 0 jcontradiccion!

Similarmente como ¢'(y) = f'(y) — A < 0, existe un punto t, € [z,y]
tal que g(ty) > g(y), ya que de lo contrario: si g(t,) < g(y) para todos los
puntos t, € [z,y], tendriamos que

0 < lim g(y) — g(ts) =g'(y) <0
tomy oy —ty
i.e., 0 < ¢'(y) < 0 jcontradiccién!
Ahora como ¢ es derivable en [x,y], en particular es continua en el in-
tervalo cerrrado y acotado [z,y]. Entonces, por uno de los teoremas prin-
cipales de cédlculo sabemos que existe un punto ¢ € [z, y] tal que g alcanza
su mdzimo absoluto en [z,y], es decir, g(§) > g(z) Vz € [z,y]. Pero por el
resultado anterior dicha £ debe estar en el interior de [z,y] (observar que
dicha £ pudiera ser alguno de los extremos x o y), o sea, £ € (z,y) vy, por el

teorema precedente:
9'(&) =0=f"(&) = A,

i.e., f1(§) =\ |
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Introduccion

Una vez mas, es en los primeros cursos de calculo es donde aparece dicha
nocién, con el concepto de punto critico o punto singular, el cual se define
como sigue. Sea f:(a,b) — R derivable, y z, € (a,b). Se dice que es un
punto critico o singular de f si f'(xy) = 0.

Los puntos requlares de una funcién derivable son aquellos puntos que no
son criticos o singulares. A los valores que adquiere la funcién se les llama
respectivamente, valores singulares o valores requlares. Es de importancia
fundamental para las aplicaciones del calculo los puntos singulares o criticos
de una funcion diferenciable, debido a que existe una intima relacién con
los valores extremos (véase el teorema 2).

Desgraciadamente para las aplicaciones del cédlculo, la existencia de pun-
tos singulares de una funcién derivable no garantiza la existencia de valores
extremos de la misma. El ejemplo clasico lo da la funcién f(z) = 23, el cero
es un punto singular de la f debido a que f/(0) = 0, sin embargo, f(0) =0
es lo que se llama un punto de inflexion de la f (es el punto donde cambia
de signo la funcién derivada f'), es decir, no es ni maximo ni minimo. No
obstante, los criterios de la primera y segunda derivadas nos proporcionan
condiciones necesarias para que dichos puntos singulares sean los valores
extremos o puntos de inflexién buscados. Para finalizar esta seccion es me-
nester mencionar que esta misma caracterizacion respecto a los criterios
de la primera y segunda derivadas y los valores extremos de la funcién se
pueden trasladar casi automaticamente a funciones de varias variables; que
dicho sea de paso, es donde realmente existen las aplicaciones de esta teoria
en las ciencias y la ingenieria. En la implementacién numérica de dicha
caracterizacion subyace toda una fascinante, compleja y apasionante teoria
matematica conocida como la Optimizacion no lineal.

LAS SINGULARIDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAMENTE DERIVABLES DE
UNA VARIABLE REAL

Preliminares

., Cuéles son las funciones continuamente derivables? Respondamos la pre-
gunta anterior con otra pregunta ;la funcién definida en (9) es continua?,
i.e., jla funcion que a cada punto le asocia su derivada en dicho punto,
es continua?, o bien, jla variacién de las pendientes en cada punto de la
grafica de una funcién derivable es continua? La respuesta, aunque parezca
sorprendente es no. Y el ejemplo mas sencillo de una funcién que tiene ese
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tipo de “patologia” es la funcion

fla) = {02 sen(l/x) six#0 (10)

six=0.

A saber: esta f es derivable en todos los puntos = # 0, debido a que es
un producto y composicién de funciones derivables en dichos puntos. En
realidad sabemos que sus derivadas viene dadas por f/(z) = 2xsen(1/z) —
cos(1/x) con x # 0. En realidad, el inico punto cuestionable desde este
punto de vista es x = 0, pero para salir de dudas, calculemos su derivada:

- 2
}llli%(Oﬁ-h) sen ((O—l—h)

1
_ = i 2 _
) f(O)h = lim h”sen -k

1
=limhsen— =0
h—0

ipor qué?, asi establecemos que

2zsen(l/z) —cos(l/x) six#0

ﬁ@ﬁz{o siz=0, (11)

no obstante, esta funcién no es continua en = = 0. (Ejercicio.)

Debido a lo anterior, existen funciones para las cuales su funcién derivada
no es necesariamente continua. Para generalizar esta situacion procedamos
de una manera recursiva. Primeramente establezcamos las funciones deri-
vadas de orden superior de la siguiente manera: supongamos que la funciéon
f=1:(a,b) — R es derivable en (a,b), entonces la funcién derivada de
orden n la definimos como

fW:(ab) >Rz — f0(),
donde £ (x) se llama derivada de orden n en el punto z, definida por

(n—1) _ f(n-1)
f(n)(x) _ }LIL% f (z + h}z f (z) '

Observemos que ahora f ("1 es la funcién derivada de orden (n—1) de f,
a la cual le estamos exigiendo implicitamente no sélo que sea continua sino
que sea derivable en (a,b). De acuerdo al parrafo anterior, £ ahora no
tiene porque ser continua. Asi pues, aquellas funciones f para las cuales las
primeras n funciones: f/, f”, ..., f ") existen y son continuas, son realmente
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privilegiadas y merecen llevar un nombre distintivo; el nombre con el que se
les ha distinguido es precisamente como funciones continuamente derivables
de orden n definidas en el intervalo (a,b), o en la notacién de conjuntos
como:

C"(a,b) = {f:(a,b) = R: f', f" ..., f existen

y son continuas en (a,b)}

Se suele decir también a las funciones continuamente derivables de orden
n funciones lisas o suaves (en inglés smooth), o funciones de clase C™ (1éase:
de clase C-n). Dichos nombres se deben al comportamiento geométricamente
parejo o suave de su gréfica. Evidentemente (9) es un ejemplo de una funcién
que no es continuamente derivable. Ejemplos naturales de funciones conti-
nuamente derivables lo constituyen precisamente los polinomios, las funcio-
nes trigonométricas, las funciones exponenciales y las diversas composicio-
nes, sumas y productos que se puedan obtener de éstas.

Se puede extender la definicion de las funciones continuamente derivables
de orden n definidas en el intervalo (a, b) al de las funciones continuamente
derivables de orden oo definidas en el intervalo (a,b), o simplemente las
funciones continuamente derivables definidas en el intervalo (a,b) como

C>®(a,b) = {f:(a,b) — R: f() existe y es continua en (a,b) Vn € N}.

Al conjunto de las funciones continuas definidas en (a,b), se denotaran
por C(a,b); al de las funciones tinicamente derivables definidas en (a, b) por
D(a,b). Basta observar por ejemplo que la funcién valor absoluto,

ffR—R
f(x) = ||,

es un ejemplo de una funciéon no derivable en el punto z = 0; sin embargo,
si es continua en todo R. Asi, tenemos que

D(a,b) C C(a,b).
Para finalizar dejamos como ejercicio para el lector probar que la funcién

rtsen(1/z) siz#0

o~ |
0 siz=0

es tal que
f e Cl(—o0,+0) pero f ¢ C?(—o0,+00).



TEORIA DE SINGULARIDADES Y CASTASTROFES I

Asi establecemos la siguiente cadena infinita de contenciones propias
C*(a,b) C --- C C™(a,b)--- C C?*(a,b) C C'(a,b) C D(a,b) C C(a,b).

Para finalizar esta parte recordemos la definiciones de convergencia pun-
tual y uniforme de una sucesién de? funciones {f,},cn, donde f,:(a,b) —
R Vn € N, y algunas de sus propiedades.

Comencemos dando la definicién de una sucesiéon de funciones.

Definicién 5: Consideremos funciones f:N x (a,b) — R, donde a cada
pareja (n, x) le asociamos un unico numero real f(n,x) el cual definiremos
como f(n,x) = f,(x). Simplificaremos dicha asociacion poniendo { f,},en-

Observemos que dichas funciones también dependen de = € (a,b) impli-
citamente; asimismo, esta definicién es una generalizacién natural de las
sucesiones numéricas {x,},cn ya que en este caso hablamos de funciones
que estdn definidas en N — R, donde a cada n — =z, i.e., la z € (a,b)
permanece constante.

ns

Convergencia puntual de una sucesion de funciones {f,},en

Definicién 6: Una sucesion de funciones {fitnens
con fni(a,b) = R VneN
converge puntualmente a una funcion f:(a,b) — R, que escribiremos como
lim, . f,(x) = f(z) o f,(x) n:—ig (x). Si para cada x € (a,b) y Ve >
03N (e,x) € N, tal que Vn € N con n > N, entonces |f,(x) — f(z)| < e.

En palabras, lo que dice la definicién anterior es que: para cada x € (a,b),
a partir de una cierta N (e, x), las funciones f, (x) caen dentro de la vecindad
de radio ¢ con centro en el punto f(x).

Ejemplos

a) f,;R — R dada por f,(z) = 22/(1 + na?) n%o 0 = f(z), a saber: si

x = 0 es trivial. Sea z € R — {0} y € > 0, por la propiedad arquimediana
existe una N’ € N tal que 1/N’ < ¢ si N = N’ y consideramos n > N
tenemos que

1+nx?2 ~ nx
1 1
n N

[ N J
[ 3 ]
(N ]
_O_
o o
[ ]
o o
[ o o
[ ]
o o
[ 3 ] [ N
[ B J [ ]
o o [ ]
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Observemos que en este caso la IV solo dependié de la € y no de la = y que
1+ na? > nx? Vo eR.

b) f,,:R — Rdadapor f,(z) = 1/(1+nx?) n:—i)o 0= f(x), asaber:six =
0 otra vez se cumple trivialmente. Si  # 0 por la propiedad arquimendiana
existe un entero N'(e,z) tal que 1/22 < N'e si consideramos N = N',

Ahora, si consideramos naturales n > N (g, z), tenemos que

‘ 1 0‘_ 111
1+ na? 14 nz2 ~ nx? T 2N

<e. |

LA CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SUCESION DE FUNCIONES {f, },en

Definicién 7: Una sucesion de funciones {f,},en donde f,:(a,b) — R
Vn € N converge uniformemente a una funcion f:(a,b) — R, que escribi-
remos lim, _,  f, = f o f, n:—tg f. SiVe > 03N (e) € N, tal que Vn € N
conn >N yVz € (a,b), entonces |f,(z) — f(z)| <e.

En palabras lo que dice la definicién anterior es que dada la funcién f
y considerando una pequena banda de ancho 2e > 0 alrededor de f(x),
i.e., el conjunto del plano dado por {(z, f(z) £ €):x € (a,b)}, a partir de
una cierto momento (a partir de una N(¢)) todas las funciones f, (z) caen
dentro de dicha banda.

Observemos que en este caso la N sélo depende de la € y no de la varia-
ble z.

Ejemplos

a) f,:R — R dada por f,(x) = sennz/n ncjuog 0 = f(z). A saber, tomemos
una ¢ > 0; por la propiedad arquimendiana existe un N € N tal que

e > 1/N y consideremos dicha N, y n € N, tales que n > N. Ahora
tomemos cualesquiera x € R entonces

sen nx |sennz| 1 1
- — << =<e. [ ]
n n N

n

b) La sucesién dada en el ejemplo anterior f,: R — R dada por f, (x) =
1/(1+n2?) no converge uniformemente a 0 = f(x). Si lo hiciera, la definicién
en particular deberfa cumplirse para una ¢ = 1/3 para la cual existe una
N(1/3) € N tal que si n € N con n > N, y también considerando en
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particular para una x = 1/4/n, tendriamos que

1 1
‘1—|—nx2 ‘ ’1+n(1/\/ﬁ)2 1+1 2

Wl

jcontradiccion! ]

Por lo tanto “la convergencia puntual de funciones no implica la conver-
gencia uniforme”; sin embargo, el inverso de este resultado es verdad. Lo
dejamos como ejercicio para el lector.

LA CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA SERIE DE FUNCIONES

Definicién 8: Una sucesion de funciones { f,,},en con f,,: (a,b) = R Vn €
N, se dice que es de Cauchy si Ye > 0 3IN(e) € N tal que Vn,m en N
conn,m > N yVzx € (a,b), entonces |f,(x) — f,.(x)] < e.

FEjercicio. Pruebe que toda sucesion de funciones {f,, },cn que converge
uniformemente a una f es de Cauchy.

Definicién 9: Consideremos una sucesion de funciones {f,},en, ¥ defi-
namos la sucesion de funciones de las sumas parciales S, (x) = >27_; fr(x)
para cada x € (a,b). Se dice que la serie infinita > 7~ ; f;. converge unifor-
memente a una funcién suma S que definiremos como > .72 fi.(x) = S(x), o
bien, limy,_, >0 fr = Xpey fr = S. Si la sucesion de las sumas parciales
{S, }nEN converge uniformemente a la funcion S.

El problema con la definicién anterior —como en general con las definicio-
nes de convergencia— es que a priori debemos de tener un candidato para
después aplicarle la definiciéon correspondiente, y como no existe un método
para obtener dicho canditato, resulta un problema realmente complicado;
es por eso que el siguiente criterio debido a A. Cauchy resulta realmente
util.

Teorema 4: Sea una sucesion de funciones {f,},en con f,:(a,b) — R
Vn € N y sea {S,},cn la sucesion de las sumas parciales de {f,},en
donde S,, = Y}_1 fj,- St la sucesion {5, },,en €s de Cauchy, entonces existe
una funcién S:(a,b) — R tal que im;,_, > | fr, =202 f =9

Demostracion. Como la sucesion {5, }, cn es de Cauchy, en particular para
cada z € (a,b), {S,(z)},en € una sucesién de nimeros reales que es de
Cauchy y, como R es completo, i.e., “todas las sucesiones de Cauchy de
nimeros reales convergen”, existe un unico S(z) € R. Por lo tanto, de-
finamos nuestra funcién S: (a,b) — R como la funcién que a cada punto

[ N J

[ 3 ]

(N ]

_O_

[ ]

[ 3N ]

o o

[ B J [ ]
[ 3N ]

o o L ]

[ N [ 3 ]

[ J [ ]

o o o o
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x € (a,b) le asociamos el tnico nimero real lim, S, (x) = S(z); evi-
dentemente esta bien definida por la propia construcciéon. Lo que nos resta
probar es que lim, . S, = S. Para ello consideremos una ¢/2 > 0. Como
{5, }hen es de Cauchy, existe una N;(e/2) € N tal que sin >m > N; y
x € (a,b), entonces

5 (*)
2 )

fijemos una m y hagamos variar la n; otra vez, para £/2 > 0 existe una
Ny(e/2) € N tal que si n > Ny(e/2) y x € (a,b), tenemos

[ (2) = S5, ()] <

S,(2) = S(a)| < 5 - (35)

Si definimos N = méx{N;, Ny} y consideramos m € N, tales que m > N,

y ademas cualesquiera = € (a,b), (*) y (**) se establecen simultdneamente.
Entonces

e €

[Sim(2) = S(@)] < [Sp(2) = Sy ()] + 15, (2) = S(@)| < 5+ 5 =e =
Ejemplo. Analicemos la convergencia uniforme de la siguiente serie con
este criterio:

i 1
2.2

el Sl
para z > 1. En este caso, las sumas parciales S, vienen dadas por S, =
S (1/1+ k22?). Ahora tomemos una € > 0 y hagamos la diferencia entre
las sumas S,, y \S,, para obtener las siguientes estimaciones, suponiendo que
n > m. Observando que

1 1 1

2,.2 2,.2
14 k*z° > k*x 20—>1+k2x2<k2m2§ﬁ,

puesto que z > 1, tenemos

190@) = S(@) = | 2 T ~ X T e
n 1 n 1 n 1
= Y —=535< > @3S > 3<e
2.2 2.2 2 )
k:m+11+kx k:m—l—lkx k:m—l—lk

paran > m > N(g) para cierta N(¢) que existe debido a que Y7, 1(1/k?)
es la diferencia de dos sumas parciales de una serie armoénica convergente.m



TEORIA DE SINGULARIDADES Y CASTASTROFES I

Para finalizar recordemos un resultado util que da condiciones necesarias
para que la convergencia puntual se convierta en convergencia uniforme.

Teorema 5: Sea {f,},en una sucesion de funciones donde f,:(a,b) —
R Vn € N y supongamos que existe una f:(a,b) — R tal que f, n:—%o f
y definamos M, = sup{|f,(x) — f(x)|:x € (a,b)} (donde sup significa la
minima cota superior del conjunto de numeros reales {|f,(x) — f(z)|:z €
(a,b)} siempre que éste sea un nimero real), entonces f, n%)o f siy solo

si la sucesion de nimeros reales { M, }, cn es tal que M, = 0.

Demostracion.

La necesidad. Para cada n, M, es la minima cota superior de {|f,(z) —
f(z)|:x € (a,b)}; en particular es una cota superior de dicho conjunto y

por lo tanto M, > |f,(x) — f(z)|. Por otro lado estamos suponiendo que
I ncjuo)o f, i.e., que dada una € > 0 existe una N(¢) € N tal que si n > N
y si € (a,b), entonces |f,(z) — f(x)| < ¢, i.e., que para n > N, dicha ¢
es una cota superior de |f,(z) — f(x)|; por lo tanto, si consideramos tales

n € N tal que n > N entonces 0 < M, < e. Asi, hemos probado que

Mn njo>o 0. |
La suficiencia. Sea € > 0, entonces existe una N(¢) € N tal quesin > N,
() — f(@)] < M, = M, 0] < <. L

Se dard un aplicacién muy importante de este resultado en la siguiente
seccion.

Introduccion
Comencemos recordando el Teorema de Taylor.
Teorema 6: Supongamos una funcion f € C™(a,b) y consideremos dos

puntos tales que a < x < y < b, entonces existe & tal que x < & <y cumple
que

F@) = F@) + F@) - )+ LD -y

_ (12)
f(n 1)<x) .
++m(y_l‘) 1+Rn7
donde o)
) n . R,
R, = ol (y—a)" y yhg,ln W = 0. (13)
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En palabras lo que afirma el teorema de Taylor es que una funcién f €
C"(a,b) puede ser aproximada por un polinomio en (y — x) de grado n — 1
(llamado también el polinomio de Taylor) y cuyo residuo R,, tiende a cero
més répidamente que la potencia anterior que la precede, i.e., (y — x)" !
cuando la y — x.

Parece natural preguntarnos: ;qué tipo de convergencia (puntual o uni-
forme) tiene el polinomio de Taylor para la funcién f? La respuesta es que
el polinomio de Taylor de la funcién f converge uniformemente a la funcién
f en una vecindad del punto x. A saber, consideremos (12) de la forma

si pensamos el polinomio de Taylor como la suma parcial de la serie de
Taylor (la cual definiremos en la préxima seccién), en virtud del teorema 5
bastarfa probar que |R, | — 0. Para probar lo anterior primero observemos
que |R,| es una funcién de las variables z, y, £ y n. Si fijamos la z y
consideramos una vecindad cerrada de radio 1 > § > 0 con centro xi.e[x —
d,x + 6] y tomando cualesquiera y € [z — 0, x + J] por la continuidad de la
funcién f (™ restringida a [z — 8,z + 0] existe una M = myéx €lx—dz+

8] f(y), en particular |f™(£)] < M. Ahora (y — z)" < 6" y como n! > 1,
obtenemos una estimacién para |R,| de la siguiente forma

|Rn| < Mo njo)o 0, asé, |Rn| njo)o 0. |

Debido a lo anterior cuando usemos el polinomio de Taylor de una funcién
f como una aproximacion de la misma, en adelante redimimos todas las
manipulaciones que hagamos a dicha serie, debido al resultado anterior.

Una funcion patologica continuamente derivable

Empecemos con una definicion.

Definicién 10: Una funcion f:(a,b) — R se llama analitica si f tiene un
desarrollo en series de Taylor para cada punto x € (a,b), i.e.,

00 £(n) (g
e

n!

f(y) (y —x)" cony € Vg(x). (14)

n=0

donde 5% o ™) (x)(y—x)"/n! es la serie de Taylor de f para cada y € Vi(x).
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Al conjunto de todas las funciones analiticas se le denota usualmente
como C%(a,b), i.e.,

C“(a,b) ={f:(a,b) — R: f es analitica}. (15)

Los polinomios, las funciones trigonométricas, la exponencial y el loga-
ritmo son ejemplos de funciones analiticas. En realidad podemos enunciar
en este contexto el siguiente resultado: la serie de Taylor de la funcion f
converge uniformemente a la funcién f en una vecindad del punto z. La
prueba de dicho resultado es una consecuencia inmediata del resultado de la
seccién precedente y la dejamos como un ejercicio para el lector. De hecho

C¥(a,b) C C*(a,b).
Pero, aunque parezca sorprendente, no toda funcién f € C*(a,b) es f €

C“(a,b), i.e., existe una funcién f € C*(a,b) tal que f ¢ C%(a,b). La
funcién es la siguiente

el gig #0
0 siz =0.

0~ (16)

A continuacién mostraremos que dicha f € C'*°(—o00, +00). Primero ob-
servemos que para n € N, f(W(z) = e 1/#*P(1/z), donde P(1/z) es un
polinomio de grado 3n en la variable 1/z, cuando = # 0 y la continuidad de
£ (z). En este caso se sigue de la continuidad de ambas funciones: e~/ z?
y P(1/z), respectivamente. Lo que resta es demostrar la continuidad de
la funcién f (”)(:1:) en x = 0. Para ello, primeramente vamos a tratar de
investigar como se comporta f’ en z = 0; un cédlculo rédpido nos da que
Flx) = —(2/a3)e 1/"* = 2¢3/2¢=¢ para 1/22 = €, cuando = # 0, y f'(0)
viene dada por

yon o fO+R)—fO) e/
f<0)_1£1£% h h—0 h

Para calcular este limite vamos a recurrrir a un resultado que no podemos
probar en este articulo pero que el lector interesado puede consultar en el
libro de Introduccion al cdlculo y al andlisis matemdtico de R. Courant y
F. John, pag. 271 (véase la bibliografia), que nos dice lo siguiente.

o o o o
[ [ ]
[ ] [ ]
o o [ ]

[ ]

[ ] [ ]
[ N J

[ ] [ 3N ]
L ]

[ N [ 3 ]
[ J [ ]
[ o o




G. GOMEZ MARTINEZ Y H. BLANCARTE SUAREZ

Teorema: Sia > 1 y a >0, entonces

a® x®
lim — =o00 o bien que lim — =0. (17)
T—00 ™ r—00 ¥
En palabras, lo que afirma el teorema anterior es que la funciéon exponen-
cial se torna infinita, de orden de magnitud superior a cualquier potencia
de x.
En este caso, para el cambio de variable anterior 1/2> = £ y a = e,
a = 3/2, utilizando el teorema obtenemos que

o1/ ¢3/2
lim = lim =2 lim >— =0.
h—0 h £—o00 y—oo ef

Por lo tanto podemos definir de manera continua a

0 six=0.

Ahora por induccién matemaética sobre n podemos concluir que podemos
definir continamente a f () como

—1/:52 l .
f<n>(g;):{e P(3) siz#0 Vn € N. (18)
0 sizx=0

Asi, podemos concluir que como f ™ (z) es continua Vn € N, entonces la
funcién original f € C*°(R). Pero dicha f ¢ C*(R) ya que si f € C¥(R)
entonces, en particular en x = 0, tendriamos que existe una d > 0 tal que
para h € (—0,0) — {0}, y por (18) que

fiy =3 IO —g, (19)
= !
pero por otro lado, por (16),
fh) =t/ (20)

jes una contradiccién! Por lo tanto

f¢C¥(R) u
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