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RESUMEN

En este trabajo vamos a describir un espacio topolégico X con las
siguientes propiedades: numerable, Hausdorff, conexo y no local-
mente conexo.

INTRODUCCION

La Topologia es una de las ramas mas modernas de las matematicas y
su relacién con otras areas de esta ciencia es fundamental. El estudio de
la topologia se centra en las propiedades cualitativas y no en las cuanti-
tativas de los objetos matematicos, su extenso desarrollo a dado lugar a
distintas areas, como son la topologia: algebraica, diferencial, de conjuntos,
geométrica. El presente trabajo pertenece a la topologia de conjuntos. En
la bibliografia el lector podré encontrar fuentes de cada uno de estos temas.

LA TOPOLOGIA DE UN CONJUNTO

A cualquier conjunto se le puede dar una estructura de espacio topologico.
Para ello basta distinguir una familia 7 de subconjuntos de X, a cuyos
elementos se les da el nombre de subconjuntos abiertos de X. Dicha familia
debe satisfacer las tres propiedades siguientes:

a) el espacio total X y el conjunto vacio () estdn en 7;

b) la unién arbitraria de elementos en 7 es también un elemento de 7;

¢) la interseccion finita de elementos en 7 es también un elemento de 7.

*Taller de ejemplos y contraejemplos en topologia, XXVIII Congreso de
la Sociedad Mexicana de Matematicas efectuado en Colima, Col., octubre

de 1995.
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A la pareja (X, 7) se le llama un espacio topolégico.

LA TOPOLOGIA USUAL DE LOS REALES

Como un ejemplo de espacio topoldgico consideremos al conjunto de los
numeros reales R. Para dotar a este conjunto de una topologia, considere
la familia 7 = {U C R| si # € U existen a,b € R, tales que = € (a,b) C U}.
Es sencillo probar que (R, 7) es un espacio topolégico. A esta topologia de
R se le conoce como topologia usual de R. Esto se debe a que se le pueden
dar muchas otras topologias, pero ésta en particular es la més importante
de ellas.

EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

En la investigacion de las propiedades de los espacios topoldgicos resulta
importante la construccién de espacios que cumplan ciertas propiedades
interesantes. Pensemos en la pregunta:

. Existe un espacio topoldgico X tal que de todas las funciones biyectivas
f: X — X, sélo la identidad es continua?

Si existiera un espacio topoldgico con esta propiedad, seria un ejemplo
patologico con respecto a lo que nuestra intuicién espera.

Si no existiera un espacio con esa propiedad, entonces tendriamos un teo-
rema que pudiera garantizar la existencia de funciones biyectivas, continuas
y distinta de la identidad en cualquier espacio topoldgico.

En los contraejemplos pasa lo contrario: uno puede sospechar que cierta
proposicién es verdadera, mas de repente llega una persona y nos muestra
un espacio que satisface la hipdtesis, pero no la conclusién de nuestra afir-
macion; es decir, nos muestra un contraejemplo de nuestro razonamiento.
Sin duda, en ese momento buscaremos otra direcciéon en nuestro trabajo.

De este modo, podemos observar una especie de dualidad en los ejemplos
y contraejemplos, los cuales tienen como finalidad principal ser una brijula
en el quehacer matematico.

PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS TOPOLOGICOS

Debido a la gran generalidad de la definicién de un espacio topoldgico, es
necesario anadir mas propiedades para aspirar a desentranar su estructura.

Hemos visto que un espacio topolégico es una pareja (X, 7) donde 7 es una
familia de subconjuntos de X los cuales reciben el nombre de subconjuntos
abiertos de X.
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Definicién 1: Un subconjunto A C X de X se dice que es un conjunto
cerrado de X si su complemento es abierto, es decir st X — A € 1.

Definicion 2: Sea A un subconjunto de X, definimos la cerradura de A,
denotada A, como el conjunto cerrado de X mds pequeno que contiene a A.

Definicién 3: Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto 3 de T se
dice que es una base para la topologia T del espacio X, si satisface las dos
condiciones siguientes: i) para todo x € X existe U € T tal que © € U;
ii) dados U,V €T yx e UNV, existe W € T tal quex e W CUNV.

Definicién 4: Un espacio topoldgico es de Hausdorff si para todo par de
puntos distintos x,y existen conjuntos abiertos U,V , que contienen a x y a
y, respectivamente, tales que U NV = .

Definicién 5: Un espacio X es conexo si X no es la union de dos subcon-
Juntos abiertos disjuntos mo vacios de X.

Definicién 6: Un espacio topologico X es localmente conexo si dado cual-
quier abierto U de X y un elemento x € U, existe un abierto V tal que
xeV CU yV no se puede escribir como la union de dos abiertos de X.

Por ejemplo, los reales con la topologia usual es un espacio de Hausdorff,
conexo, localmente conexo.

NUESTRO ESPACIO

Vamos a considerar el conjunto de los nimeros naturales y lo vamos a dotar
de una topologia y asi obtener un espacio topoldgico al cual denotaremos
por X.

La topologia que le vamos a dar a los naturales sera la inducida por la
siguiente familia de subconjuntos de N.

Dados a,b € N, con (a,b) = 1, definamos Uy(a) = {a + bk € N/k € Z}.

Sea
8 = {Uy(a)/a,b € N}.

Vamos a probar que 3 es una base para alguna topologia de N.

Sean a,b € N tales que (a,b) = 1. Entonces a € U,(a); es decir, dado
cualquier punto de N, existe un elemento de 3 que lo contiene.

Para concluir que § es una base, usaremos el siguiente lema:

Lema 1: §7 U

(), Up(a) € B, entonces U,(y) N Uy(a) # 0 si y sdlo si
(z,0)ly — a.
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Demostracion. Observemos que z € U, (y)NUy(a) siy sélosi z = y+kjz =
a + kyb para algunos k;, ky € Z, pero esto es equivalente a que la ecuacion
y—a = kob—k,x tenga solucién ky, ky € Z. Pero esta solucion existe si y sélo
si (x,b)|y —a. Sila dltima ecuacién tiene solucién entera, puede suceder que
z = y+k;x = a+ kyb sea negativa y entonces U,(y), Uy(a) se intersectarian
en 7, pero queremos que se intersecten en N. Para lograr esto basta sumar
a cada miembro de la ecuacion y + kjz = a + kyb el término bmax con m un
natural suficientemente grande para que y + (k; + mb)z = a + (ky + ma)b
sea un numero natural. ]

Terminemos de probar que (3 es una base. Sean U,(y) € By Uy(a) € § no
disjuntos. Sea z € U,(y)NU,(a), entonces z = y+k,;x = a+kyb con ky, ky €
Z. Observemos que z € U, y(2). Afirmamos que Uy, ;(2) C U, (y) N Uy(a).

Sea z + ks[z,b] € U, (2). Luego,

ka2, b
z+ ks[z,b] =y + kyx + ks[z,b] = y + <k1 + 3[;6]>1’ € U,(y),

ksl b
= a+ kob + kyz, b = a + <k2 - 3[26])1) € Uy(a).

Para concluir que U[%b](z) es un abierto en (3 que estd contenido en la
interseccién U, (y) N Uy(a) es necesario establecer que (z, [z,b]) = 1.

Lema 2: Si z € U,(y) NUy(a), entonces (z, [z,b]) = 1.

Demostracion. Dada la igualdad z = y + k;z, los divisores comunes de z
y « también lo son de y. Como (x,y) = 1, concluimos que (z,z) = 1. De
igual manera (z,b) = 1. De aqui que (z,zb) = 1 y como [z, b]|zb, tenemos
que (z,[z,b]) = 1. De esta forma hemos probado que U[x,b](z) € . Por lo
tanto (8 es una base. [ ]

1) X es Hausdorff. Sean a,c € N, a # c¢. Entonces (ac + 1,ac + 1) no
divide a ¢ — a. Por el lema 1, U, (a) N U, (c) = 0.

2) X es conexo. Aqui resalta el por qué de la condicién (a,b) = 1 en la
definicién de Uy(a), ya que de otra forma X no serfa conexo, pues se podria
separar en la siguiente forma:

X = Uy(1) UUy(2).

Sean U,(y),Uy(a) € (. Veamos que U, (y) N Uy(a) # 0. Afirmamos que

dk € Uy(c) para cualquier k € N y Uy(c) € B. Sea Uy,(q) € B tal que
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dk € Uy(q), es decir, dk = q+ pk'. Entonces (d,p) = 1 ya que de otra forma
(p,q) # 1. Por lo tanto, (d,p)lc — ¢. Por el lema 1, Uy(c) N U,(q) # 0. De

aqui se sigue que dk € Uy(c). Por lo tanto, U, (y) NU,(a) # 0 ya que bx esta
en ambos conjuntos.

Para ver que X es conexo, supongamos lo contrario, escribamos X =
H UK con H y K abiertos y cerrados en X tales que H # () # Ky
HNK =1(. Como 3 es una base y H y K abiertos en X, entonces existen
basicos U,(y) C H y Uy(a) C K. Ademés como H, K son cerrados en X,

entonces U, (y) C H, Uy(a) C K,y U,(y) NUy(a) C HN K = (). Entonces

U,(y) NUy(a) = (. Esta contradiccién prueba que X es conexo.

3) X no es localmente conexo.

Para probar esto vamos a exhibir un punto y un abierto de X que lo
contiene, tal que no existe otro abierto contenido en él, que contenga al
punto dado y que sea conexo.

Consideremos U,y(1) = {1,3,5,...}, la cual es una vecindad de 1.

Si X fuera localmente conexo, existirfa un abierto conexo () # H C X tal
que 1 € H C Uy(1). Observemos que ningun abierto de la forma Uy, (1) es
conexo, ya que Uy (1) = Uy (1) UU, (204 1),

En particularsib =1, Uy(1) = U, ( Y)UU,(3). Como H es conexoy 1l € H,
entonces H C Uy(1), pero U,(1) = Ug(1) U Ug(5), por lo tanto H C Ug(1).
De esta manera obtenemos que H esta contenido en cada término de la
sucesion:

Uy(1) D U4(1) D Ug(1) D Uye(1) O

Por lo tanto H C N,cnUgn(1) = {1}, lo cual contradice que H # 0 y H
es abierto. No olvidemos que {1} es cerrado ya que X es Hausdorff y no
puede ser abierto ya que X es conexo.
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